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“内 容 简介 


本 书 共 4 意 ， 第 1 童 介 绍 Banach 代数 的 基本 理论 ,并 讨 
论 了 以 谱 映 射 定理 为 中 心 的 谱 的 基本 性 质 ， 第 2 童 介绍 Ten- 
Eda ax 理论 和 有 对 合 的 Banach 代数 ， 第 3 章 研究 算 子 理论 
中 的 一 个 重要 的 C*- 代 数 ， 即 Hilbert 空间 已 上 的 全 体 有 界 
线性 算 子 所 构成 的 Banach 代数 多 (H)， 重 点 是 2 (8) 的 有 界 
正规 算 子 的 谱 分 解 ! 第 4 章 主要 是 将 谱 分 解 推 广 到 无 界 的 正 
规 算 子 . 

本 书 可 用 作 高 等 学 校 数 学 专业 泛 函 分 析 课 程 的 教学 参考 
书 。 


习 花 毁坏 
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Pa 2 
日 j 震 


关于 Banmach 代 数 与 谱 论 ， 国 内 外 已 有 很 多 权威 著 作 。 编 者 
所 想 的 是 ， 如 能 增添 一 本 用 中 文 写成 的 入 门 读物 ， 对 于 数学 专业 
的 学 生来 说 ， 也 许 并 非 完全 多 余 。 团 此 ， 我 们 以 Walter Rudin 
的 《Functional Analysis》 一 书 的 最 后 四 章 为 基础 ， 参 腿 关 後 
直 、 田 方 增 y M.A.Haiimapk; C.E.Rickart 等 名 家 著作 ， 进 行 
加 工 ， 编 写成 此 书 。 希 望 它 能 帮助 读者 对 这 一 数学 分 支 有 一 个 粗 
略 的 了 解 ， 

阅读 本 书 需要 一 定 的 基础 知识 。 我 们 假定 读者 学 习 过 分 析 学 
(解析 函数 论 ， 实 变 阴 数论 ， 泛 孟 分 析 ) ， 代 数学 与 拓扑 学 。 但 
是 ， 考 虑 到 理解 一 些 重要 概念 时 应 当 有 共同 语言 ， 故 在 书 束 另 列 
附录 ， 收 入 若干 名 词 ， 术 语 和 和 定理。 建议 读者 先 浏 览 一 遍 ， 涉 及 
到 时 可 随手 查阅 。 附 录 中 列 出 的 定理 大 都 是 书 中 引用 较 多 的 。 它 
们 的 证 明 一 律 省 略 ， 因 为 读者 很 容易 从 有 关 的 专著 中 找到 。 至 于 
现 已 通用 的 符号 和 名 词 ， 我 们 都 直接 采用 而 不 作 和 解释 。 这 样 做 ， 
为 的 是 能 压缩 全 书 篇 幅 ， 并 使 文字 较为 位 洁 。 

编者 学 识 廊 陋 ， 书 中 麻 误 及 不 受 之 处 在 所 难免 ， 希 望 能 够 得 
到 专家 和 读者 的 指正 。 

景 后 ， 编 者 车 向 河北 省 教委 周 治 华 主任 、 北 京师 范 大 学 刘 绍 
学 教授 和 和 孙 永 生 烙 授 、 华 东 师 范 大 学 张 黄 宙 孝 授 、 以 及 自己 的 同 
剖 和 亲属 任 槐 林 、 谢 诉 、 杜 在 义 、 旗 烷 思 等 同志 表示 启 心 的 感 
谢 ， 由 于 得 到 他 们 的 理解 和 支持 ， 特 别 是 河北 省 教委 的 资助 ， 这 
本 书 才 得 以 问世 。 


高 枚 
1990 年 3 月 


第 1 章 Banach 代 数 … 
Banach 代 数 的 定义 : 例 … 
同 术 与 同 构 *… 


ee 呈 
. . 中 


1.7 可 逆 元 群 … 
习题 ， 


第 2 证 交换 Banach 代表 


2.1 理想 与 同 态 … 


2.2 TenpqaBn 式 rere tottto0b toss oso 


2.3 对 合 … 


2.4 要 代数 元 代 用 nes 


2.5 正 泛 函 … 
习题 


基本 概念 … 
单位 分 解 … 


.7 C*- 代 数 的 转 征 ee 


第 4 章 bertet 困 上 的 天 加 a 


4.1 基本 概 仿 ,… 。。 
4.2 闭 算 子 ， 对 区 得 子 和 自 伴 算 于 


谱 的 基本 人 性质。 Sootsossedonst econo sire ootors estat 
符号 运算 oo eve 


.1 
2 ees eceseooieseesteseseteseeetoseoeseseseese 
.3 向 最 信 国 数 及 其 积分 ee 
4 
5 


第 3 章 ert 间 上 网 有 办 和 Coes te aio treet oes 


1 
3 请 定 理 -en ons0o0 ssa setasoosasss os eatst ss or ota sos so serra 
6 久 (H) 的 可 首 算 子 群 ee 


4.3 Cayley 密 换 s 于 osoo eto trot enor0evoamuosoorosooo eso 1OF 
.4 彰 位 分 解 人 oo 8 
5 


诬 定 理 … Mes ete so ast oto tomer terre sss sess treesr rs arsesees 7 昌 


生子 举 群 soso reset oo 185 


| 
RT o 
中 


A.1 测度 与 积分 的 抽象 表述 和 ee 200 
A,.2 拓扑 空间 » Hauvdorff 空 闻 ee 203 
A.3 Radon 一 Nikodym 定理 eeoeeoeeeeee%eeeeeeeeeeeoeeoneeevoesooeeeeeeeeeee 205 
A.4 线性 算 子 的 儿 个 重要 定理 oo 206 


A.5 其 它 叶 ese oo ee es 207 


第 1 章 Banach 代 数 


这 一 章 的 内 容 对 于 全 书 来 说 是 最 基本 的 ， 它 匀 画 出 今后 将 要 
讨论 的 问题 的 一 个 大 致 的 轮廓 。 其 中 ， 向 量 值 函数 的 积分 和 符号 
运算 是 为 研究 方法 做 的 必要 准备 ， 希 望 读者 给 予 足够 的 重视 ， 由 
于 谱 理 论 涉及 的 是 不 可 逆 元 ， 而 为 了 认识 事物 的 全 貌 ， 还 应 当 考 
虑 可 逆 元 ， 因 此 最 后 一 节 专 门 讨论 可 逆 元 群 的 构造 。 


1.1 Banach 代 数 的 定义 “全 


1.1.1 定义 
代数 ”集合 4 称 为 数 域 长 上 的 一 个 代数 ， 如 果 4 是 LK 上 的 一 
个 向 量 空间 ， 它 的 元 素 之 间 定 义 了 一 个 乘法 ， 即 ， 对 应 于 任何 9 
《4， 有 唯一 的 乘积 xy《 4; 而 且 ， 这 个 乘法 运算 对 任何 %， 
7》,2《 4 与 任何 a《 K， 满足 以 下 条 件 : 
C1) XY2) = (XY)Z 
(C2) 和 (yy 十 芭 一 %Y 十 YZy (XY+y)2=X2+ yy 
《3) a (YY) = (ax) y=X(0y), 
当 数 域 久 是 复数 域 C 时 ，-4 特 称 为 复 代数 。 
代数 4 称 为 交换 代数 ， 如 果 4 内 任何 二 个 元 素 *,， 它们 的 乘 
积 满足 条 件 
(4) XY = Y%, . 
“代数 4 如 果 有 这 样 一 个 元 素 ， 记 作 *， 它 与 任何 %《4 作成 的 
乘积 满足 条 件 
《5) XE = EX= XN, 
则 称 。 e 人 
， 至 多 有 一 个 单位 元 ek 4 满足 (5〉 式 。 因 为， 假如 另 


有 z 《4 也 满足 (5) 式 ， 则 可 得 出 “一 ee 一 。。 
赋 范 代数 ”代数 4 称 为 赋 范 代数 ， 如 果 4 同时 又 是 一 个 赋 范 
向 量 空间 ， 而 且 任 二 元 素 的 滋 积 的 范 数 油 足 科 法 不 等 式 
《6 ) 站 xy 和 ix yd, 
于 是 ， 在 赋 范 代数 内 ， 生 法 运算 是 连续 的 。 因 为 , 当 zor 一 xy 
?一 时 ， 由 恒等式 
(7) Kayn— XV (Xa X) Yr t XY 1) 
可 以 得 出 
(8) Xn Ya。 
显然 ，( 8 ) 式 薄 洱 乘 法 运算 既是 左 连续 的 ， 又 是 右 连 续 的 这 政 
个 特 款 。 
赋 范 代数 4 如 果 不 是 {0}， 它 又 有 单位 元 2 ， 那 么 ， 由 
tel= ef<< 呈 el :立即 得 出 
(9) fell 守 1， 
Banach 代数 赋 范 代数 4 如 果 作 为 冉 范 空间 是 完备 的 ， 它 
又 有 单位 元 e ， 而 且 | e| =1， 则 4 称 为 Banach 代 数 。 
交换 Banach 代 数 〈 赋 范 环 ) “Banach 代数 4 如 果 又 是 交换 
代数 ， 则 4 称 为 交换 Banach 代数 。 
有 些 专著 ， 将 我 们 在 此 定义 的 交换 Banach 代数 称 为 赋 范 环 
(Normed Ring) 。 
1.1.2 评注 
。 应 当 指出 ， 在 定义 Banach 代数 4 时 ， 可 以 赂 去 单位 元 
的 存在 有 的 作者 正 是 这 样 做 的 。 但 是 ， 涉 及 到 逆 的 概念 时 ， 有 
单位 元 会 更 方便 。 特 别 是 ， 4 的 元 素 的 谱 将 能 用 比较 自然 的 形式 
来 定义 。 何 况 ， 事 先 规定 有 一 个 单位 元 ， 既 能 行文 简洁 ， 也 不 会 
影响 到 一 般 性 。 因 为 ， 许 多 实际 问题 中 出 现 的 Banach 代数 ， 都 
有 单位 元 。 即 使 没有 “自然 的 ”单位 元 ， 也 能 按照 下 述 方法 “人 工 
地 ”添加 上 一 个 单位 元 。 
假定 4 满足 定义 1.1.1 中 的 条 件 (1) 至 (3) 以 及 (6)， 
但 是 没有 单位 元 。 设 4 由 一 切 有 序 偶 (x,a》 组 成 ， 其 中 x《 4， 
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-x 《 KK、 在 4 中 任 二 元 素 (%,4) 与 (y,B8) 的 荡 积 定义 为 ， 
(Ya) (vy,B)= (xy + ayt Pr, op), 
.再 定义 范 数 | 
| x,0) = |xl + lal, 
这 时 ，e=-(0,1) 就 是 4, 的 单位 元 . 
容易 验证 4 是 一 个 合 平定 义 1.1.1 的 Banach 人 代数， 映射 *> 
(%0) 是 4 到 4 的 一 个 子 空间 上 的 一 个 等 距 同 构 。 
如 果 将 % 与 (x,0) 看 成 相同 的 元 ， 那 么 ，4 就 是 4 再 加 上 
由 se= (0,1) 生成 的 一 维 向 量 空间 。 换 名 话说 ， 我 们 可 以 将 4 放 
进 一 个 更 大 的 集合 4 中 去 讨论 ， 而 无 须 对 它 原先 定义 的 乘积 、 范 
数 作 任 何 实质 性 的 修改 ， 但 是 ， 这 个 4 有 一 个 单位 元 。 
2 。 读 者 还 可 以 从 定义 1.1,1 看 出 ， 所 谓 Banach 代 数 ， 乃 是 
一 个 集合 4， 它 满足 以 下 三 个 条 件 : 
(i) 4 是 一 个 代数 ， 有 单位 元 。， 
(ii) 4 是 一 个 了 anach 空 间 且 |el =1 
《iii) 赋予 4 的 范 数 满足 乘法 不 等 式 。 
下 面 的 决 理 1.1.3 将 要 指出 ， 条 件 〈iii》 可 以 换 成 “乘法 是 左 连续 
1.1.3 定 理 如果 Banach 空 间 4 又 是 一 个 有 单位 元 e 天 0 的 复 
代数 ， 其 中 定义 的 乘法 是 左 连续 的 和 右 连 续 的 ， 那 么 ， 可 以 赋予 
4 另 一 个 范 数 ， 它 诱 出 与 给 定 的 拓扑 完全 相同 的 拓扑， 并 且 使 4 
成 为 一 个 Banach 代数 。 
证 题 设 e 半 0 是 为 了 不 去 绪 述 4={0} 这 种 最 简单 的 特 
款 。 . 
我 们 先 对 每 个 *《 4 定义 左 乘 法 算 子 M,: 
(1) M,(2) =Xz (2 € 4). 
设 4 为 全 体 M, 的 集 ， 纪 (4) 为 4 上 全 体 有 界线 性 算 子 的 Banach 
空间 ， 取 算 子 范 数 ， 故 恒 等 算 子 了 的 范 数 上 =1。 因 为 按 题 设 
乘法 是 左 连续 的 和 右 连 续 的 ， 所 以 4 己 儿 (4)， 
显然 映射 * i> 以 :是 线性 的 ， 结 合 律 到 涵 ,二 MM,。 


任 取 x 《 4 则 有 


(2) lz = el =]M.@ | < < Ml lel. 
这 些 事实 说 明 上 映射 + !>M, 是 4 到 4 上 的 一 个 同 构 ， 而 且 其 逆 映 射 
是 连续 的 。 
因为 有 
C3) MM, <M Ia， 
(4) Ml = 1 =1, 


欲 证 4 是 一 个 Banach 代数 ， 只 须 求证 它 是 完备 的 ， 亦 即 ， 按 照 
算 子 的 范 数 给 出 的 拓 盾 ， 有 是 绷 (4) 的 闭 子 空间 而且， 一 旦 此 . 
事 得 到 证 明 ， 由 开 上 映射 定理 将 推 知 上 映 射 x I>M， 连续 ， 上 x 上 与 
上 MM, 上 是 4 上 的 两 个 等 价 范 数 。 
设 TE《 娘 (4)，Ti《 4， 又 按照 绍 (4) 的 拓扑 Ti 一 了 T。 和 如果 
7; 是 左 乘 以 x; 《 4， 那 么 - 
(5) TVW) =%iy= (Ki0) y= Ti(0) yy (y € 4). 
当 i->coo 时 ， 将 有 Ti(y) 二 了 (y)，Ti(e) ->T (le) 。 因 为 题 设 乘法 在 
4 内 是 左 连续 的 ， 所 以 〈5 ) 式 右 端 那 一 项 将 趋向 T (6) y。 
记 x 二 T(e)。 于 是 ， 在 i->oo 时 将 有 
(6) T(y)=T(0) y=xy=M,y (y € 4). 
这 就 得 出 T=M.《 X42， 因 此 4 是 闭 集 ， . 口 
1.1.4 Banach 代 数 的 例 
.复数 域 C， 按照 通常 的 加 法 和 乘法 是 一 个 交换 Banach 
代数 ， 2 C 的 为 | “| 一 1x|。 这 里 定义 范 数 是 来 法 的 ， 即 
xy = 和 x 有 yl. 单位 元 是 数 1。 站 
实数 域 R 就 其 通常 的 结构 来 说 ， 是 一 个 实 交 换 Banach 代 
数 。 单 位 元 也 是 数 1 。 
在 此 ， 我 们 注意 到 R 是 C 的 一 个 子 代 数 ， 它 与 C 有 相同 的 单 


更 有 意义 的 是 ， 我 们 还 可 以 将 RR 与 C 都 视 为 下 述 乍 阵 代数 的 : 


用 M* 表 示 e;; 是 复数 的 wx mw 矩 阵 4= (a;) 的 全 体 所 成 的 集 。 


如 果 定 多 
A+B= (4;+0;;), 
‘AA= (N07), 4A€C,s 
那么 M" 将 成 为 一 个 复线 性 空间 。 通常 的 矩阵 的 乘法 


n 


(4B) 41= 9 anbes 
《=1 


苞 Me 成 为 一 个 代数 ， 众 所 周知 ， 符 阵 的 乘 法 是 不 可 交换 的 。 
乍 阵 7 一 (07)， 0 一 1，0 一 0 ( 尖 力 ， 是 于" 的 单位 元 。 
定义 


1 4 1 -max{ 5 laz;! :1<i<n), 


将 使 M* 成 为 一 个 赋 范 代数 。 容 易 证 明 ， 按 照 这 个 范 数 ” M* 是 完 
和 省 的 ， 因 此 ，MH? 是 一 个 Banach 人 代数。 
例 2， 尺 : 是 一 个 实 交 换 Banach 代数 。 其 中 的 线性 运算 按照 
举 标 去 做 。 皇 对 于 %= (%1,%2)，y》 二 (yi1,y2》 定 义 乘 法 
4%Y 一 (YIY1 一 %2yay VY2 4 Ny), 
氛 及 范 数目 xj 一 (C++2%) 去 。 容易 验证 ‖ 表 xy 和 一 关 % 让 下 y 攻 。 
单位 元 是 (1，0) 。 
例 3， 设 C (K) 为 非 空 紧 二 ausdorff 空间 KK 上 的 全 体 复 连 续 靖 
数 构 成 的 Banach 空 间 ， 赋 予 的 是 上 确 界 范 数 ， 溉 法 定义 为 
(f 8) (Pp) = (p) gp) (p EK). 
这 时 ， 有 
| fell =suplf (p)g(p)|<suplf (p) |.suplg (p) | 
= fl 上 gd, 
常 朱 函数 1 可 作 单 位 元 。 因 此 CC(K) 是 一 个 交换 Banach 代 数 。 
有 一 个 经 常 遇 见 的 特 款 。 当 到 =[0，13 时 ，CC0，11 作 
为 区 间 [ 0 ， 1 上 全 体 复 连 续 国 数 构 成 的 Banach 空 间 ， 也 是 一 个 
交换 Banach 代 数 。 
还 有 ， 如 果 玉 是 仅 售 半 个 点 的 有 限 集 ， 那么 CK) 其 实 就 是 
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C"， 其 中 的 乘法 按照 坐标 去 做 。 当 %#= 工时 ， 则 化 为 最 简单 的 特 - 
款 C。 

例 43， 设 4 为 Banach 空 间 。 这 时 ， 由 4 上 的 全 体 有 界 线 性 算 - 
子 构成 的 代数 多 (4) 是 一 个 Banach 代数 ,赋予 通常 的 算 子 范 数 ， 
恒 等 算 子 7 是 它 的 单位 元 。 

如 果 dim4=2<co， 那 么 多 (4) 同 构 于 矩阵 代数 MI" 只要， 
dim4=%>1， 那 么 多 (4 就 是 不 可 交换 的 。 当 然 ， 平 凡 空间 4 = 
{0 上} 应 予 排除 .。 

例 5， 如果 是 C 或 C” 的 一 个 非 空子 集 ， 而 4 是 由 那些 在 
的 内 部 全 纯 的 函数 /6 C (KK) 构 成 的 C(K) 的 一 个 子 代数 (参看 前 
面 的 例 3) ，4 对 于 所 赋予 的 上 确 界 范 数 来 说 是 完备 的 ， 因 此 4 
是 一 个 Banach 代 数 ， 

当 玉 取 的 是 C 内 的 闭 单位 圆 盘 |z| 志 1 时 ， 上 述 的 4 将 特 称 为 
圆 嚼 (disc〉 代数 。 我 们 来 验证 其 完备 性 ， 

设 {J,} 是 4 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 那 么 ， 对 任何 z ，1z| 志 
15{J/ (2)} 将 是 C 中 的 Cauchy 序 列 .因此 ,zco 时 ,js (2 一 三 (9 在 
1z 1 和 1 上 的 收敛 是 一 致 的 ， 于 是 了 在 | 2 1 委 1 上 连续 。 然 后 ， 
在 | z | 过 1 内 任意 取 一 条 简单 闭 暴 线 ， 由 于 / (2 一 /3 在 7 上 上 
是 一 致 收敛 ， 应 当 有 

(1) lim (BAGLE =|/ (dz, 

T 了 : “ 
根据 解析 函数 论 中 的 Cauchy 定理 ，〈1 ) 式 左 端的 每 个 积分 都 
等 于 零 ， 因 此 恒 有 

(2) | cnaz=0. 
7 
再 应 用 Morera 定理 ， 得 知 f 是 在 | z | 之 1 上 , 亦 即 在 闭 单位 圆 盘 
的 内 部 爹 纯 的 函数 。 所 以 /《 4. 

例 6。 设 ZL'(R) 为 定义 在 实数 轴 上 的 全 体 复 值 Lebesgue 可 积 
函数 构成 的 Banach 空 条 。 鉴 于 两 个 可 积 图 数 的 点 态 乘法 所 得 到 
的 第 三 个 函数 未 必 可 积 ， 因 此 ,我 们 在 民 !( 尽 ) 中 将 定义 新 的 乘法 : 
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誉 积 ， 记 作 *; 它 规定 ， 对 于 ] ,5 《 工 '(R)， 


oo 


(fr b=)| Js9gG)as. 


应 用 积分 理论 中 的 Fubini 定理 , 可 以 验证 对 于 任何 了 ， 

8 《LI(R)，f * g 都 有 意义 ， 因 而 f*g 《LCR)， 以 及 上 Jeg| 去 

1 7 je 1 和 乘法 服从 结合 律 。 但 是 ， 这 时 Li(R) 没有 单位 

元 。( 详 见 C27) 。 按 照 本 书 的 规定 ,必须 经 过 评注 1.1.2 中 所 说 

的 过 程 添加 单位 元 之 后 ，L1(R) 才能 成 为 一 个 Banach 代数 。 
容易 将 L'(R) 推 广 为 L1(R*)， 

还 可 以 再 将 L'CR") 扩 大 为 来 自 R* 上 形 为 

dr fadama + dd 
的 全 体 复 Borel 测 度 构成 的 代数 ， 其 中 /ZL(R")，5 是 R" 上 的 
Dirac 测 度 ， 为 纯 量 ， 

例 7. 设 M(R") 是 R* 上 全 体 复 Borel 测 度 构成 的 代数 ， 其 乘 
法 为 卷 积 ， 以 全 变 差 作为 范 数 。 这 是 一 个 交换 Banach 代数 ， 单 
位 元 是 3。 于 是 ，L'(R") 是 MCR") 的 一 个 闲 子 代 数 ， 

1.1.5 评注 

作为 $1,1 的 结束 语 ， 我 们 指出 ， 今后 主要 是 研究 复数 域 上 
的 Banach 代 数 。 如 果 没 有 另 作 声 明 ， 本 书 提 到 的 Banach 代数 都 
是 复 Banach 代 数 。 至 于 实数 域 上 的 Banach 代 数 一 一 前 面 举例 时 
已 简称 为 实 Banach 代数 ， 往 往 只 是 附带 地 提 到 ， 因 为 ， 本 书 的 
核心 内 容 之 一 ， 是 将 复 变 函 数 中 的 全 纯 函 数 的 理论 移植 过 来 ， 建 
立 起 4- 值 函数 的 积分 概念 和 符号 运算 的 方法 。 另 外 ， 复 数 域 C 
中 有 极其 自然 的 非 平 凡 的 对 合 〈 定 义 见 $ 2.3.1) ， 即 共 思 .也 可 
以 说 ， 正 是 从 复数 的 共 斩 衍 生出 对 合 的 概念 ， 而 揭示 某 些 类 型 的 
Banach 代数 的 许多 深刻 的 性 质 ， 将 取决 于 对 合 的 存 在 。 到 了 第 
3 章 ， 我 们 就 能 看 到 ， 复 Hilbert 空 间 的 理论 要 比 实 Hilbert 空 间 
的 理论 更 加 丰富 多 采 。 即 使 在 本 章 的 一 些 问题 中 ， 细 心 的 读者 也 
能 察觉 到 ，C 与 R 之 间 的 拓扑 上 的 差异 往往 有 重要 的 影响 。 


1.2 同 态 与 同 构 


1.2.1 定义 计生 
同 态 “两 个 代数 4,B 之 间 的 一 个 映射 $: 4 一 B 称 为 同 态 映射 ， 
如 果 对 于 任何 %,y《 A 以 及 纯 量 1,%， 恒 有 | 
(1) 用 (1Y 二 719) = (PD 十 1 的 (7)， 
C02) BXY)=6K) GY). 
复 同 态 ” 复 代数 4 到 复数 域 C 上 不 恒 等 于 零 的 同 态 $: 4 一 C 
因此 ， 所 谓 复 同 杰 乃 是 复 代 数 4 上 的 一 个 线性 泛 函 ,对 于 任 
何 *,y《 4， 都 有 
$ KY) = (XB Y), 
同 构 两 个 代数 之 间 的 一 个 双 射 同 态 称 为 一 个 同 构 。- 
可 逆 元 ”在任 一 有 单位 元 e 的 代数 4， 元 素 *《 4 称 为 一 个 可 
逆 元 ， 如 果 在 4 中 有 一 个 元 素 y ， 能 使 
VM 一 %Y 一 6 
成 立 。 这 时》 称 为 * 的 道 元 素 ， 并 且 另 外 记 了 3 了 为 和 !。 
容易 验证 ， 如 果 “《4 有 逆 元 素 ， 则 其 逆 元 素 是 唯一 的 。 因 
为 ， 假 如 y,z《 4 丝 为 * 的 逆 元 素 ， 则 有 yx 二 =e 二 xx?， 于 是 
Y=ye=Yy(X2) = (YX) 2=02=2, : 
可 除 代数 ”如 果 在 一 个 有 单位 元 的 代数 4 中， 每 个 非 零 元 素 
都 是 可 道 元， 那么 4 称 为 可 除 代数 。 
1.2.2 命题 如 果 % 是 有 单位 元 e 的 复 代数 4 上 的 一 个 复 同 
态 ， 那 么 4 (e) = 1 ， 而 且 对 于 每 个 可 逆 元 %《 4 都 有 d (2 天 0。 
证 “因为 在 定义 复 同 态 时 ， 我 们 兽 约 定 5 不便 等 于 零 。 所 以 
总 会 有 y《 4 使 6(y) 隆 0。 这 时 
$y)—=$ ye) =$(y) $0), 
从 而 得 到 6 (2) =1. 
任 取 可 道 元 x*《 4， 则 
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的 (和 的 (Y 1 一 图 (XM 1 一 区 (2 二 1， 

久 此 %(x) 天 0。 

当 我 们 得 出 定理 1.2.5 以 后 ， 再 回 过 头 来 看 看 命题 1.2.2 时 ，,. 
将 能 更 清楚 地 了 解 复 同 态 是 一 些 具 有 什么 样 的 特征 的 线性 泛 函 。 
但 是 ， 在 这 之 前 ， 还 必须 做 些 准备 工作 。 其 实 ,定理 1.2.3 也 是 十 
分 重要 的 。 它 大 概 是 Banach 代 数理 论 中 ,最 为 广泛 引用 的 一 个 基 - 
本 定理 。 其 中 的 (0) 蕴涵 Banach 代 数 的 一 切 复 同 态 都 是 连续 的 、… 

1.2.3 定理 设 4 为 Banach 代数 ;YYk64，1s < 之 1。 这 
时 ， 有 以 下 结论 

(4) e 一 % 是 可 逆 元 ; 


(8) | (e 一 %) -1 一 2 一 lt, 


《2) 对 于 4 上 的 每 个 复 同志 来 说 者 有 la < 
证 由 于 上 x 专用 x 扣 以 及 上 x <1， 诸 元 素 
(1) Sa 一 CE 十 % 十 %2 十 十 Ma 
构成 4 内 的 一 个 Cauchy 序 列 。 因为 4 是 完备 空间 ， 所 以 存在 这 梯 
的 s《 4， lims,=s, 又 因 lims" = 0， 坪 法 是 连续 的 ， 当 # 一 oo 时 


将 由 

《2) Sn* (6 一 让 一 bC 一 Met 一 (CE 一 和 ) Sa 
得 到 

(3) Se (e 一 %) 一 2 一 (2 一 %)sS， 


这 就 是 说 ，s 是 e 一 zx 的 道 元 素 ..“ 
接 下 来 ， 利 用 (1) 式 即 可 推出 - 
(4) . 1 Ce 一 %)"!1 一 eo 一 x 有 二 上 3 一 e 一 x 由 二 此 从 二 作品 | 


rs < 


最 后 ， 设 1《C。14| 之 1。 由 (4) 知 e 一 和风 是 可 逆 元 。 根 握 
命题 1.2.2, 对 于 4 上 的 任 一 复 同 态 4， 都 有 
$e—aA'%)=1— A $A0, 
因此 4$( 和 去 4 i “i 口 


1.2.4 引 理 ”如果 /是 一 元 复 变 函数 当中 的 一 个 整 函 数 ， 且 
.有 f(0)==1，/'(0)= 二 0 以 及 
(1) 0<If() IRSe Ml (EC)， 
那么 ， 对 于 任何 16C， 都 有 /7 (2)=1。 
证 由 于 /没有 零点 ， 所 以 另 有 一 个 整 吸 数 8 ， 使 
f=exp{lg8},8(0)=8(0)=0, 
而 且 ， 由 条 件 《 1) 可 知 ReLg( .)] 志 14|。 这 个 不 等 式 比 涵 


(2) lg(2) li27—gC7)| (|4|?). 
阔 数 
(3) hb.(1) =— 8 


XL27— g (1) 
在 {1:14| 达 27} 内 全 纯 ， 并 且 在 i141=+ 上 有 1h(4)1 志 1, 根据 最 大 
模 定 理 ， 应 有 
(4) 1h,02) 1 (121l<7)., 
固 决 ?+， 让 7Y 一 上 oo， 这 时 (3 ) 式 和 (4 ) 式 绚 涵 g(4) =0. 口 
1.2.5 定理 (Gleason,;Kahane,Zelazko) 如 果 4 是 Banach 
代数 4 上 的 一 个 线性 泛 沙 ， 有 4 (e) = 1 ,又 对 于 每 个 可 逆 元 x 《 4 
都 有 $(x) 隆 0， 那 么 
(1) bXYV) = (%) GY) (%, yy € A).。 
换 句 话说 ， 这 时 $ 是 一 个 复 同 态 。 
(值得 注意 的 是 ， 我 们 无 须 假设 $ 的 连续 性 ,) 
证 设 入 为 $5 的 零 空间 。 这 时 %*,y《 4 可 以 表示 为 
(2) X=a+$(%)e, y=0+$(y)e, 
其 中 a,5《N。 再 将 5 应 用 于 (2 ) 的 两 个 方程 的 乘积 ， 得 到 
(3) 4(xy) 一 $6(0D) 6(x)$(y)。 于 是， 如 果 能 够 证 明 命 题 
(4) a€ NEN—>ab€ N 
成 立 ， 就 将 得 到 结论 ( 1 ) ，。 
我 们 来 看 ， 假 决 已 经 证 明 〈( 4 ) 的 特 款 
(5) at N=——>a €N 
工 立 ， 那 么 在 《3 ) 式 中 让 x 二 y， 将 有 
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(6) $x2) = CH XY (x€ A), 
这 时 ， 在 (6) 式 中 以 x*+y 取 代 %*， 则 导致 
(7) $IV+ YX)=26(%) $y) (x%,y € A), 
从 而 有 、 
(8) “xtN,y€A—>xy+yx CN., 
考虑 到 有 伍 式 等 
‘9) (Ky YX) + (KY + VX) =2LX YINY) + (VNXY) NI 
如 果 x《 入 ， 那 么 ， 由 命题 (8) 可知 (9) 式 的 右 端 应 当 在 入 
内 ， 又 由 命题 (8 ) 及 (6 ) 式 推 知 (Gy+39): 也 在 人 内 ， -因而 
(xy 一 yx)? 在 入 内 。 这 时 ， 再 应 用 (6 ) 式 ， 就 得 知 命题 “” . 
(10) XEN,y€ A——>xy— yx EN 
成 立 。 然 后 将 这 个 命题 的 结论 与 命题 (8 ) 的 结论 合并 ， 立 即 看 
划 命 题 4) 正确 ， 于 是 (1 ) 式 得 以 成 立 。 

以 上 的 分 析 表 明 ， 出 地 代数 方面 的 原因 , 命题 (5) 范 涵 
(1 ) 式 。 下 面 我 们 将 转 而 求证 命题 (5)， 一 旦 完成 ， 定 理 也 
就 得 到 了 证 明 ， 

根据 题 设 ，N 不 含有 4 的 可 逆 元 。 因而， 由 定理 1.2.3 的 (4) 
可 知 ， 对 于 每 个 x 《和 N， 都 有 上 e 一 * 上 之 1。 于 是 
(11) 2e—x 宕 14|=|1$ Ge—%)| (XN,i€C). 
这 样 ， 我 们 知道 6 是 4 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 范 数 等 于 1. 

为 了 求证 命题 (5 ) ， 先 固定 a《 六 ,并 且 可 以 不 失 一 般 性 地 
假设 ja = 1 定义 
G2) fo) -TFs 站 a to). 


n=0 

由 于 1$ (ao la 专 ja 二 1， 因 此 是 整 函数 ,而 且 对 于 一 
切 4+《C， 都 有 |f0)1<expj24j。 还 有 (0)=$(O)=1， 以 及 
00) =$ (0) = 

如 果 我 们 百 能 证 明 ， 对 于 每 个 + 《C， 都 有 f 0) 关 0， 那 么 引 
理 1.2, ! 昔 狂 /(0) = 0， 从 而 $ (a’) = 0 。 命题 (5 〉 终 于 得 到 
证 明 。 
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为 此 ， 定 义 王 数 


a EW un 
易 知 它 对 于 任何 6 C 都 依 4 的 范 数 收敛 。 由 (11) 式 得 到 的 $ 和 的 
连续 性 表明 ， 有 
(14) f (=%(E()) Qo). 
函数 方程 ， 
(15) E(t+/) = EW ED), ,. 
则 可 由 E00) 的 决 义 (113) 式 直 接 验 证 , 方法 与 纯 量 的 情况 相同 。 
特别 是 
(16) E(WE(-D)=E()=e QtO). 
于 是 ， 对 任何 1k C 来 说 ， 巨 (1) 都 是 可 逆 元 。 这 表明 ， 按 照 定理 
的 题 设 条 件 ， 恒 有 $ (下 (7 天 0。 因 而 ， 由 〈14》 式 得 知 ， 对 于 
每 个 1《C， 者 有/ (2) 关 0， 口 
1.2.6 定理 任何 一 维 实 Banach 可 除 代数 4 均 同 构 于 实数 
域 R. | 
证 设 e 是 4 的 单位 元 且 {5} 是 4 的 Hamel 基 ,因为 六 也 
在 4 中 ， 喜 存在 唯一 的 实 于 /使 一 友 ， 由 此 可 得 BO 20 一 
. 但 是 5 去 0， 所 以 ， 应 当 有 5-' 使 (2-15) 6 一 40) = 0， 从 而 
i 76。 这 就 是 说 ,每 个 *《 .4 均 可 唯一 地 表示 为 4 二 /0= he。 
以 上 讨论 的 结果 表明 ， 从 4 到 民有 一 个 映射 4， 即 ， 对 于 
%K4，6(0) 一 AL 容易 鉴证 6 是 线性 的 ， 乘法 的 ， 又 是 双 射 的 ， 
因此 4 同 构 于 及 。 口 
旱 在 1878 年 ，Georg Frobenius 就 已 经 证 明 ， 总 共 只 有 3 个 
有 限 维 的 实 可 除 代数 ， 它 们 是 R，R? (用 复数 的 乘法 ) 和 四 元 数 
玉 。 而 且 四 元 数 五 是 唯一 的 有 限 维 的 不 可 交换 实 可 除 代数 ， 
至 于 复 代数 的 同 构 问 题 ， 我 们 将 在 下 一 节 $ 1:3 中 给 出 著名 
的 TenbpgaHx 一 Mas3yp 定 理 ， 每 个 复 Banach 可 除 代 数 4 均 同 构 于 
复数 域 C。 


12 


1.3 癌 量 量 什 函数 及 大 各 分 


1.3.1 定义 

向 量 全 沙 数 从 复数 域 C 内 到 Banach 窄 间 瑟 内 的 一 个 映射 
了 :CE 称 为 一 个 向 量 值 函 数 ， 

A- 值 函数 向量 人 函数 /的 信 域 如 果 又 是 一 个 Banach 
代数 ， 则 了 特 称 为 4- 值 函数 。 

连续 性 ” 设 2CC 为 向 量 值 函 数 了 的 定义 域内 的 一 个 子 集 ， 
Z0《 8 是 8 的 一 个 极限 点 ， 如 果 对 于 任意 给 定 的 : 汪 0， 可 以 求 得 一 
个 正 数 8 一 6(z0,e), 当 zo 《8,1z 一 20| 过 8 时 ,就 有 上 /G3) 一 J 了 (zo0) 1 
之 e， 则 称 了 (3) 在 点 % 处 连续 ,在 8 内 各 点 处 缘 为 连续 的 函数 /， 
称 为 0 上 的 连续 函数 . 

强 收敛” 设 {x} 为 Banach 空 间 互 内 的 一 个 点 列 ， 车 如 依 范 
数 收敛 于 zk E， 则 称 {xo} 强 收敛 于 %o。 

弱 收 笋 设 {%} 为 Banach 空 间 志 内 的 一 个 点 列 ，E* 为 E 的 
共 思 空间 〈E* 由 巨 上 的 全 体 有 界线 性 泛 函 组 成 ， 它 也 是 一 个 
anach 空间 ) ， 著 对 于 任何 4《 匹 *， 都 有 lim A (Xn) 一 4(%o) ， 
则 称 {zo} 弱 收 化 于 xo， .zo 是 点 列 {xo} 的 弱 极 限 。 

弱 Cauchy 序 列 设 {4s} 为 Banach 空 间 E 内 的 一 个 点 列 ， 若 
它 与 任何 4《 E* 构 成 的 数列 {4(%w)} 是 一 个 :Cauchy 数列 ， 则 称 
{4} 为 弱 CaucHy 序 列 。 

向 量 级 数 设 {0} 为 Banach 宪 间 五 内 的 一 个 点 列 那么 , 由 


部 分 和 $s 二 %i 十 和 % 十 十 %4 构成 的 序列 sy= 区 4 当 4>co 时 将 称 
A 
为 一 个 向 量 级 数 ， 记 作 了. 
R=0 


用 6 且 用 履 全 于 %， 记 人 


‘k=0 
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wo 
> 一 s。 


k=0 
显然 ， 向 量 级 数 的 收敛 性 还 应 当 分 别 陈述 : 


|e 


如 果 是 强 收 敛 ，2》, xxk=s 意味 着 lim 
R=0 ” 


至 于 弱 收 敛 ， 则 对 于 任何 4 《 E*， 数值 级 数 2 4(xO 者 是 站 


纹 的 。 
闫 似 于 数学 分 析 的 情况 ， 我 们 今后 用 得 最 多 的 向 量 级 数 是 


Co 


2 **/k! ， 它 在 任何 点 4 《 无 都 是 强 收 化 的 ， 这 个 级 数 所 确定 的 


ks0 

向 量 可 记 作 exp(*) | 
向 最 值 函 数 的 可 微 性 ” 设 2CC 是 一 个 非 空 的 开 子 集 , 10《 8， 

向 量 值 函数 f :8~>E， 著 EE 内 存在 一 个 元 素 ， 我 们 记 作 产 Co， 

当 2 内 的 Xe 时 有 

(1) 一 上 (in) /7 

Len f oo | 


i 


则 称 在 1 处 可 微 ， 元 素 / 09 是 了 在 1 处 的 导数 值 ， 

高 阶 导数 的 定义 ， 读 者 可 以 自己 得 出 ， 

向 量 值 隙 数 的 弱 可 微 性 ” 营 向 量 值 函数 f 与 任何 4《 E* 构 成 
的 数值 函数 4(f) 在 16 处 可 微 ， 即 ， 极 限 . 
lim 4 (2 二] -Jim ALf (I ALf C0)1 


一 0， 


A 4 一 40 入 -和 n 人 一 ho 
存在 ， 则 称 向 量 值 函 数 了 在 4o 处 是 弱 可 微 的 ， 这 个 极限 值 则 称 为 
j 了 在 io 处 的 绊 导 数 ， 


1.3,2 引 理 如 果 Banach 空 间 E 内 的 点 列 {Xr} 弦 收 敛 于 
那么 
(1) lml < ml, l. 
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证 任 取 46 Er， 无 妨 设 | 4 sb 这 时 
Ho 1= lim 141 = -mm la le lm fx. 


从 而 有 


lim 
A(X0) | a (|。 
1 人 <: (4) TS 


但 因 m 上 == sop 14to |， 所 以 (1) 式 成 立 。 口 
众所周知 ， 依 范 数 收 鳅 蔓 涵 弱 收 敛 。 但 是 ， 一 般 地 说 ， 逆 命 
题 不 一 定 成 立 。 然 而 ， 引 人 呢 目 的 是 ， 通 过 以 下 的 定理 1.3.3 和 
定理 1.3.4， 我 们 了 解 到 ， 用 Banach 空 间 内 的 元 素 作 系 数 的 寡 级 
数 如 果 是 弱 收 证 的 ， 也 将 是 依 范 数 收 敛 的 。 这 样 的 宕 级 数 所 定义 . 
的 向 量 值 函 数 将 是 可 微 函 数 .。 
1.3.3 定理 设 为 Banach 空 间 ， 又 设 第 级 数 
(1) > ae (A—20)* (ax € E) 


k=0 
在 和 sio 时 是 弱 收 和 敛 级 数 ， 那 么 ， 寡 级 数 〈1 ) 在 复数 域 C 内 话 
一 个 圆 形 区域 11 一 | 过 1 一 | 内 依 范 数 收敛。 
证 ”由 题 设 可 知 ， 对 于 任何 4《 E*， 都 有 


Jim ALar (一 109 的 一 0， 
因此 ， 按 照 引 理 1.3.2， 存 在 一 个 yY>0， 使 得 


| ex 一 io 入 7 (k=0,1,2,.), 
如 果 g== 人 一 iol /141 一 Nl <1， 那 么 ， 对 于 一 切 太 ， 都 有 
(2) ara—a0* | = | a 20) | gts ygt, 
将 Banach 空 间 内 有 关 点 列 {xs} 的 范 数 的 不 等 式 
(3) | 三 | < 三 1 
大 =0 | 


.和 (2) 式 应 用 于 级 数 〈1)》 ， 就 能 得 到 所 期 待 的 结论 。“ 口 
1.3.4 定理 ”如果 考级 数 > ,ar(4 一 1 * 的 系数 取 自 Banach 


k= 0 
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次 间 巨 ， 在 lo 的 一 个 开 的 e- 邻 域 
。 U= Qe 一 "< 
二 | ax ll 12 一 2 二 
在 1《 UU 也 收 全 (绝对 收 全 ) 3 从 而 定义 了 一 个 向 量 函 数 
(1) j= Ta 
R=0 
它 在 U 上 总 是 可 微 的 ， 导 数 可 以 用 逐 项 微分 法 求 得 : 


(2) 了 (4) 一 》， (pk—n+1) opar CA 一 人 0) 


=n 
特别 是 
(3) Jo (1o) =nlans 
因此 又 有 


OO pen) 
C4) WET" 
ko 全 


证 ”前 两 个 结论 很 容易 由 定理 1,3.3 及 其 估 值 公式 “2) 得 
出 。 我 们 仅 就 Mo= 0 和 %= 1 的 情况 来 求证 可 微 性 。 
任 取 4《E*， 定 义 F:U 一 C 为 


FW=A0f (DI)= 2 A(a0 2’, 
k=0 


众所周知 ，4《 U 时 有 


F’ (WD = >) ALRaLA*™!, 
k=1 


F’ (0) = DAL(R—1) hart*t™?, 
k=2 
因而 ， 按照 已 证 的 前 西 两 个 结论 ， 级 数 


5 pant- wr- 1) Rasa* -? 


在 所 有 的 +《 口 处 收敛 ， 蕉 至 还 有 - 
(5) > Ww— De) a a1*-?<o0 (<e。 
k=2 


所 以 ， 对 于 两 个 不 同 的 点 1,41:《U， 我 们 有 展开 式 
(6) -二 Rardi*-! 


1— 
-二 (入 


现在 , 设 | <a. 这 时 ， 凡 是 适合 | 一 X41| < 一 171| 的 4 也 存 
141 过 x， 再 注意 到 


et ). 


at tm te! (m=1,25e) 
Al 
就 得 知 这 样 的 1 能 使 

im 一 Mim| 委 1 一 orem ls 

是 
kK 
i = | (Mt-l— Nt 1) + 4A tt) 
一 人 


十 入 十 和 人 (一 1 ISI2~—i (Rk— Ds? . 
+ AR At] 
(一 DA 


一 | 1 一 四 | 
由 此 并 借助 于 〈( 5) 式 ， 我 们 得 知 在 环形 0 <14 "lee la 
内 ，(〈6 ) 式 右 端的 级 数 绝对 收敛 ， 而 且 


| 70D 一 /0D 5 pa 
| 一 4 k=1 


<1i ma DH) Bharlt?. 
2 R=? 
至 此 ，f (2) 的 可 微 性 和 求 导数 的 方法 就 得 到 了 证 明 . 口 
看 到 定理 1.3.4 后 面 的 结论 ， 我 们 很 自然 地 会 想到 以 下 的 
定义 ”如 果 8 是 C 内 的 一 个 非 空 开 子 集 ，E 是 一 个 复 Banach 
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空间 ， 当 向 量 范 数 /: 0->E 在 8 内 每 一 点 都 可 微 时 , 称 /为 在 8 内 的 
局 部 全 纯 函 数 。 

如 果 2 是 连通 的 ， 也 就 是 说 ，9 是 一 个 区 域 ， 则 称 7 为 2 内 的 
全 纯 函 数 。 

能 局 部 全 纯 函 数 和 弱 全 纯 函 数 的 定义 可 以 借助 弱 可 微 性 来 陈 
述 ， 此 处 不 鞠 ， 

按照 上 述 定义 ， 我 们 从 定理 1.3.4 得 知 ， 向 量 震 级 数 3ax (1 一 
”40)* 在 它 的 收敛 域内 部 确定 了 一 个 爹 纯 函数 

1.3.5 定义 

向 量 值 函数 的 积分 “ 设 六 是 C 内 的 一 条 有 向 的 、 可 求 长 的 曲 
线 ,E 是 复 Banach 空 间 ; 如 果 连 续 向 量 值 国 数 /7 一 匹 的 Riemamn 
和 

Df ER) CAk 一 1) 

药 极 限 值 存在 ， 则 称 / 为 在 "上 是 可 积 函 数 ， 这 个 极限 值 就 是 积 
分 ， 记 作 


| /Wa 
r 
了 称 为 积分 路 线 。 

这 里 ， 我 们 省 略 了 有 关 极 限 过 程 的 叙述， 因为 它 与 读者 所 熟 
知 的 复 变 函数 论 中 相应 的 内 容 极 为 相似 ， 只 须 将 其 中 的 一 些 绝对 
值 | .| 换 成 范 数 上 ， |. 

由 定义 立即 得 出 积分 的 下 述 性 质 ， 


(1) | Caf WW) + p80)Idi=a | /Wart+al ga 
i 了 了 
《2 {Os 
委 max | AD 站 的 长 许 7 3 
AET ” 


(2) | f Wa | 
卫 


《3) 对 于 任何 ，4 《Zz*， 都 有 
A fda =) 4Cf (an 
UR ho 


或 者 ， 更 为 一 般 地 
(3) z{| 1 Wa ]=|T0 Wd TE (ED) 
r r 


红 (E,F) 是 全 体 从 Banach 空 间 匹 到 另 一 个 Banach 空 间 开 的 连 
续 线 性 算 子 构成 的 空间 。 
讨论 向 量 值 函 数 的 特 款 4- 值 函数 时 ， 积 分 还 有 一 个 重要 的 
性 质 : 对 于 任何 x 《五 ， 都 有 
(4) «| /a=| xf (Wan 
， rT 了 


人 4 ) [oem 


”我 们 来 证 明 (4) ， 

设 M, 为 左 乘法 算 子 ， 回 忆 一 下 求证 定理 1,1.3 时 的 用 法 和 讨 
论 ， 并 且 任 取 4《 E*， 这 时 ，4M, 也 是 E 上 的 一 个 有 界 线性 泛 
函 ， 因 此 ， 根 据 性 质 (3 ) ， 应 当 有 


AM f Wa) AMf Wad=4) Mf Wa 
TT 了 了 rT 


- 


注意 到 4 的 任意 性 ， 就 得 出 
Me ADaa=| Mf Wa 
“ r 


上 式 就 是 性 质 ( 4) . 
性 质 (3) (4 ) 将 是 我 们 今后 要 经 常 使 用 的 非常 有 力 的 工 - 


具 。 | 

1.3.6 定理 Cauchy 积分 定理 ) 如果/ :98>E 是 2 内 的 全 
纯 函数 ， 又 设 T!， 厂 ;是 两 条 有 相同 起 点 和 终点 的 积分 路 线 ， 它 信 
彼此 能 在 2 内 经 过 连续 变形 从 这 一 条 变 成 另 一 条 ， 那么 


人 f a2 -=| /wan 


特别 是 ， 如 果 是 一 条 闭 曲线 ， 它 所 包含 的 内 部 只 含有 8 的 点 。 . 
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则 有 
| f (Wadi=0, 
I 
证 根据 向 量 值 函数 积分 的 性 质 《 3 ) ， 对 于 任何 46 PE， 


都 有 
4 fF Wada=( ACf Ia 
FP 了 


1 


人 fa2=) 4ACf 0)Ya7. 
了 2 卫 > 


但 是 ， 由 复 变 国 数 的 Cauchy 积 分 定理 可 知 
| 4cf Id4=) 4 Wd 
ri! Ta 


所 以 . 
4 fat=4| fd 
”人 了 


既然 4 可 以 任意 选取 ， 那 么 ， 就 应 当 是 
| fa=| /Dax。 口 
六 Ts 


1.3.7 定理 如果/ :8 一 E 在 单 连通 域 9 内 全 纯 , 或 者 仅仅 是 
弱 全 纯 ; 那么 ，/ 将 是 任意 阶 可 微 的 ， 并 且 各 阶 导 数 可 以 用 积分 
公式 


C1) Rl f (0 es 
(1) 三 (0) 和- dé¢ (n=0,1,2,°) 


表示 ， 基 中 的 7 是 在 8 内 围绕 ?的 一 条 正 向 的 简单 的 闲 积分 路 线 ， 
此 外 ， 了 还 可 以 环绕 8 的 每 个 点 to 展开 成 一 个 笑 级 数 


(2) f= ark Es 


k= 
级 数 〈 2 ) 至 少 能 够 在 环绕 lo 而 仅仅 含有 2 的 点 的 最 大 开 圆 盘 内 
是 收敛 的 。 
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证 ” 任 取 一 个 4《E*， 置 F(X) = 二 AC (2))， 由 于 已 设 F 在 2 
, 内 全 纯 ， 所 以 复 变 函数 论 中 的 Cauchy 积 分 公式 成 立 : 


FO) 
Fr 《和 一 1)2+1 


此 外 ， 五 (2) =4C 六 (3 能 够 环绕 1 展开 为 震级 数 


(4) [| Ea -0)", 


其 中 的 e 是 环绕 io 而 整个 地 位 于 8 内 的 任意 图 盘 的 正 向 边界 . 
数 《 4》 在 上 述 每 个 贺 盘 的 内 部 0 收敛 ， 如 果 我 们 将 《移出 到 各 
分 号 前 面 ， 就 看 出 需 级 数 | 
在 UU 内 加 收 化 ， 但 是 ， 根 据 定理 1.3.4， 它 岂 依 范 数 收敛 ; 又 由 于 
(4 ) 式 ， 它 的 和 必定 等 于 (4) 。 再 一 次 应 用 定 理 1,3.4 就 得 
知 函数 /在 口内 是 无 穷 次 可 微 的 . 

读者 很 容易 自己 证 出 其 余 的 结论 。 口 

“1.3.8 定理 (Liouville) 一 个 向 量 值 函数 如 果 在 整个 复数 
域 C 内 全 纯 ， 又 是 有 界 函 数 ， 那 么 ， 它 必定 是 一 个 常量 。. 

证 设 .满足 题 设 条 件 ， 再 任 取 一 个 4《 EE* 来 定义 (2) 一 
ACf (0) 那么 ,在 整个 复数 域 C 内 全 纯 , 并 且 也 是 有 界 函 数 。 
这 时 ， 由 复 变 函 数论 中 的 Liouville 定理 可 以 判定 (0) 是 一 个 党 
数 ， 即 ， 对 于 一 切 1， 恒 有 - 

ACf (0) DI= ACf (0)D, i 
注意 到 上 述 方程 对 于 任何 4《 E* 都 能 成 立 ， 我 们 可 以 肯定 ， 对 于 
一 切 4《C， 都 有 f= 了 (0 二 . . 口 

经 过 以 上 几 个 定理 的 证 明 ， 读 者 已 经 初步 掌握 将 复 变 函数 论 
中 的 方法 移植 到 向 量 函 数 的 技巧 ， 因 此 可 以 肥 已 动手 证 明 下 面 的 
定理 。 


《27) ; 
(3) F(A) = | dé, 


1.3.9 定理 (Laurent 展 开 式 ) 定义 在 0<D1_L <y 内 而 
:21 


在 Banach 持 间 五 内 取 值 的 函数 / 如 果 是 全 纯 的 ， 那 么 ， 它 能 表 

示 成 

(1). AD 一 2 at 一 010 2 
之 二 < ) 


晨 开 式 在 0 <17 一 io| < 内 成 立 ， 各 个 系数 由 下 列 公式 
1 f (©) 
《2) “3 — de 


(Qarror € E), 


(一 40) +! 


四 一 


1 - 
| f (OCA -iade 


给 出 ， 其 中 的 c 是 正 向 圆周 114 一 io| 一 2，0<2<y， 

如 果 在 定理 1.3.9 的 题 设 条 件 之 下 ， 又 有 全 体 六 都 等 于 零 ， 则 
将 1e 称 为 了 的 一 个 可 去 奇 点 ! 如 果 2 和 关 0， 但 是 4>> 旋 时 所 有 的 
一 0， 则 将 加 称 为 了 的 一 个 p 阶 极点 : 如果 有 无 穷 多 个 p。 关 0， 则 
将 io 称 为 了 的 一 个 本 性 奇 点 。 一 阶 极点 也 可 称 为 简单 极点 。 这些 
名 词 与 复 变 函 数论 中 的 用 法 完全 相同 ， 


1.4 谱 的 基本 性 质 


1.1.4 定义 

可 道 元 群 如果 4 是 一 个 Banach 代 数 ，CG=C(4) 是 4 的 全 
笨 可 逆 元 的 集合 ， 因 为 按照 乘法 运算 G 是 一 个 群 ， 故 称 之 为 可 道 
元 群 。 

谱 如果 4 是 一 个 Banach 代 数 ，x《 4, 则 复数 域 C 内 的 集合 

{4:4《C，4e 一 % 为 不 可 道 元 } 
称 为 4 的 谱 ， 记 作 r (2) 。 

预 解 集 和 预 解 式 “(2) 在 C 内 的 余 集 称 为 * 的 预 解 集 ， 它 是 
复数 域 C 内 所 有 能 使 (1e 一 为 “存在 的 1 构成 的 集合 ， 预 解 集 内 的 
4 所 对 应 的 RR 二 (26 一»)-! 则 称 为 预 解 式 。 

谱 半 径 : 实数 

(x)=sup{|24):1 € ox)} 


称 为 %《 4 的 谱 半 径 。 

显然 ， 在 复数 域 C 内 ， 以 原点 为 中 心 并 能 包含 =(s) 的 闭 回 盘 
当中 有 一 个 半径 最 小 的 ， 这 个 及 小 的 学 径 全 就 是 % 的 谱 半 径 。 
不 过 ， 假 如 o () 是 空 集 ， 谈 论 o (x) 议 役 有 什么 意义 了 。 然 而 ， 我 
们 即将 看 到 ， 这 样 的 事情 是 绝 不 会 发 生 的 。 

1.4.2 定理 ”如果 4 是 Banach 代 数 ， 那 么 , G(4) 是 4 的 一 
个 开 子 集 ; 映射 *| 一 x-!' 是 G(4) 到 GC(4) 上 的 一 个 同 胚 。 


证 任 取 x《G(0,hk 4 有 | < 志和 x-! 有 ~。 注意 到 


%+ 思 二 x(e+%~1p), | x- 声 | < 二 
则 由 定理 1.2.3 的 〈4a) 立即 可 知 


%+ht Gd)., 
再 利用 该 定理 的 《〈0)》 中 的 估 值 公式 ， 又 可 以 得 到 
(1) | (w+ -1—%-! + rp-! | 
= Ctx th -Iet+r-'pY! | 
E20 


< z 
以 上 结果 表明 ，G (4) 是 一 个 开 集 ， 映射 * 请: 和 :是 连续 的 ， 
它 将 G(4D 映 射 到 6(4) 上 ， 所 以 它 是 一 个 同 且 ， 口 
1.4.3 定理 ”如果 4 是 Banach 代 数 ，x《4， 那 么 ， 
(a) x 的 谱 o (x) 是非 空 紧 集 ， 
(5) % 的 谱 半 径 2(2) 有 公式 
(1) po(%) 一 im | x= | :一 ,inf {| wx" | 9}。 


值得 注意 的 是 ， 讲 半 径 公式 cy 中 的 极限 的 存在 也 是 结论 
.的 一 部 分 ， 而且 ，〈1) 式 还 药 滔 
(2) A 
另外 ， 按 照 评注 1.1.5 中 的 约定 ， 定 理 中 讨论 的 4 应 当 是 复 
Banach 代数 ， 如 果 4 是 实 Banach 代数 ，x《 4 的 o(%) 有 可 能 是 
空 集 。 
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证 ”如果 [ 针 之 上 x ， 由 定理 1.2.3 知 一 2- 史 在 GC 肉 ， 


2e 一 % 也 在 G (4 内 . 因此 4 €o(x)。 这 就 证 明了 (2) 式 ， 同 时 得 
知 o (%) 是 有 界 集 。 

如 能 证 得 oc (%) 是 闭 集 ， 那 么 ，o (%) 将 是 紧 集 。 为 此 ， 先 定义 
8:C->A 为 g(1) ==26 一 z%。 显 然 &8 是 连续 函数 ， 而 且 (x) 的 余 集 2 
是 g-'(G (4))， 根 据 定理 1.4.2，8 应 当 是 开 集 。 所 以 (2) 是 闭 
集 . 

现在 ， 再 定义 :4 一 G(4) 为 ， 

(3) f=C0—%)! CQ69)。 

对 应 用 定理 1.4.2 的 《 1》 式 ， 只 须 将 其 中 的 * 代 之 以 le 一 
及 代 之 以 (一)e。 如 果 +《 8， 县 x 距 1 足 够 近 ， 代 换 之 后 的 结果 
将 是 

C4) HfODO~ A + ODA) | 2) 于? 一 2 
因此 


(5) lim UOTA RD -pid) (2 € 2)., 


HA 和 A—A 


这 就 是 说 ，/ 是 2 内 的 强 全 纯 4- 值 函数 ， 因此 ，、 可 以 将 f (4) 展 
开 成 以 下 的 乱 级 数 


(6) 70)= Dw 


人 一 人 
一 1 -1 十 72Y% 十 13%2 十 四 
如 果 | 刘 | 盖 1x， 定 理 1.2. 3 将 保证 级 数 (6 ) 在 所 有 中 心 位 于 
原点 ， 半 径 >> ‖* 上 的 圆 ", 上 一 致 收敛 。 因 而 对 其 施行 逐 项 求 积 
分 是 合法 的 。 再 应 用 向 量 t 值 函数 积分 的 性 质 ( 4 ) ， 经 过 计算 ， 
得 出 


sl Li ~ 二 
(7) % 5 /WA (> jx ， N=0,1,2,°), 


假如 (9 是 空 集 ，2 将 是 整个 复数 域 C， 根 据 定理 1.3.6， 
C7) 中 的 各 个 积分 都 等 于 零 ， 但 是 ， 当 w= 0 时 ， (7) 式 的 

左 端 是 e 和 0。 这 个 矛盾 表明 vc ( 幻 非 空 。 至 此 ， 我 们 证 完了 (@)。 
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由 于 8 所 含 的 ?全 都 是 |11>? x) , (7) 式 中 的 积分 路 线 厂 , 原 
来 取 Y 之 x 上 的， 现在 可 以 换 成 +>P (x) 。 如 果 
《8&) M0) max | fF Cre'®) | (r>2(0)), 
的 连续 性 蕴涵 有 C7) 过 co。 由 《7》 式 又 推出 
(9 )》 | so 4)， 
于 是 ,有 
《10) lim _sup | x | ve<y (7> 2(%))。 


站 到 在 上 式 中 ? 的 任意 性 ， 就 能 得 出 
wt limsup | x° | /#0 Cw) .- 


一方 面 ， 闸 果 4 《2( 失 ， 那 么 ， 因 起 分 人 
a AM26 一 %z 一 (1 一 %) (A "let t+ "1) 
表明 ”276 一 x* 不 是 可 他 元 。 换 言 之 ， 4" 《olx")。 利 用 (2) 式 
可 以 得 到 | 
《13) 12a"| 志 | x"] (n=1,2,3,.), 


内 此 有 
《14) 0 (X) < inf 2 


将 (11) 式 与 (0 式 合并， 就 完成 了 (1 ) 式 的 证 明 . 口 

1.4.4 评注 

(a) 4 的 一 个 元 素 * 是 否 在 4 内 可 逆 ， 纯 属 代数 性 质 。 因 
此 ， 谱 (2 和 谐 半 径 o(2) 是 利用 4 的 代数 结构 来 定义 的 ， 并 不 兽 
有 任何 度量 的 或 拓扑 的 考虑 。 但 是 ，lim | x* |: 显然 是 由 4 的 
度量 性 质 确定 的 。 所 以 ， 谱 半径 公式 的 引 人 注 目 之 处 在 于 ， 它 所 
上 肖 定 的 两 个 相等 的 量 ， 竞 然 是 在 完全 不 同 的 背景 之 下 产生 的 。 

”0) 代数 4 可 能 是 更 大 的 Banach 代 数 巨 的 一 个 子 代数 ， 而 
及 还 很 可 能 出 现 这 种 情况 ， 菜 个 x 《A 在 4 内 不 可 逆 ， 但 是 在 如 内 
可 逆 。 因 此 ,…% 谱 要 由 含有 它 的 代数 来 确定 。o4 (%) 与 a( x) ( 符 
号 的 意义 自 明 》 之 问 有 包含 关系 


GA(X) Hop(%), 


这 两 个 谱 可 以 不 同 ， 然 而 ， 谱 半径 将 不 受 影响 地 从 4 转移 到 B， 
因为 谱 半 径 公 式 表 明 它 利用 了 % 的 寡 的 度量 性 质 ， 这 些 与 在 4 以 
外 发 生 的 任何 事情 无 关 ， 

稍 后 ， 求 证 定理 1.4,8 了 时， 我 们 再 详细 讨论 vA (2) 与 a(%) 之 
间 的 关系 。 . 

(c) 读者 不 要 忽略 ， 我 们 在 求证 定理 1.4.3 的 《5〉 式 时 ， 
曾经 得 到 :. Banach 代 数 的 一 个 元 * 的 预 解 式 KR 在 预 解 集 内 是 全 

(4》 还 可 以 指出 : 如果 21。《 ox) 是 一 个 孤立 点 ， 它 必定 是 
预 解 式 R: 的 一 个 极点 或 本 性 奇 点 。 

这 是 因为 ， 如 其 不 然 ，R, 的 Laurent 展 开 式 将 是 


oo 
Ri= D2 ar (A—ADt, 
k=0 


任 取 序列 {12s} 入 C 一 o (x) ，4s 隆 1o，4s 一 40o。 由 此 得 到 
Ris——>a0, / 
以 及 
Rn (1oe 一 %) 一 一 >Go (A00 — %) 
注意 到 
Rin (1oe 一 %) =Rint (hne—X) + (ho0— An) 6] 
一 6 十 (ho 一 人 oa) 有 Ri 
又 收敛 于 。 ， 因 此 
Go (Ao6— %) =63 
类 似 地 还 能 得 到 
(hoe 一 %) do 一 e。 


但 是 ， 这 样 的 结果 意味 着 1。《 C 一 o (x) ， 而 与 原 设 10《 6 (2 


抵触 。 ， [DD 
1.4.5 定理 (Tenpgasn 一 Ma3yp) ”任何 复 Banach 可 除 
代数 4 均等 距 同 构 于 复数 域 C. 


证 任 取 x《A4， 由 定理 1.4.3 知 人 ( 办 关 2。 因此 总 会 有 一 
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有 晶 二 ws 


‘viet ch 


个 1 《ol%) 使 得 (4e 一 %)-! 不 存在 。 既 然 所 是 可 除 代数 ， 那么 必定 
是 ie 一 #0， 挛 即 * 二 Xe。 这 天 明 ， 我 们 能 够 让 每 一 个 x 《 4 与 一 
个 1《 CC 相对 应 ， 而且,4 这 个 是 唯一 的 ;否则 , 著 x 二 Ze，%=X26 且 
11 天 12， 将 导致 45 一 ss (hho 0， 类 而 = 0 这 时 不 了 能 
以 上 讨论 表明 ， 有 一 个 里 驻 4C; 它 抽 f= 大 确 定 ; 其 : 
站 X= 二 2e。 让 
容易 验证 映射 了 是 线性 的 ， 乘 法 的 、 还 是 等 中 的 ， 
最 后 ,车 给 定 1《 C。. 则 元 素 % 一 Xe《 4 满足 1 (的 一 人 因此 广 
是 双 射 的 。 | 0 0 
.从 定理 1.4。 5 立刻 可 得 ”| : 
推论 . 任何 复 Bamnach 可 除 代数 4 必定 是 一 维 的 交换 代数 。 | 
实际 上 ， 在 求证 定理 的 过 各 中， 首先 得 知 {e} 是 4 的 一 个 
Hamel 基 ， 因此 ， 任 取 x,y》《 4， 将 有 x 二 46， 了 一/ 于 是 
| | “y= 0 0) Ame ni)e= (0) (6) = yx. 7 
定理 1.4.3 与 定理 1.4.5 可 以 说 号 这 一 章 的 关键 性 结果 ， 本 书 
后 面 的 几 章 有 很 多 内 容 几 乎 是 不 曾 用 到 第 i 齐 的 其 它 部 分 ， 但 是 
离 不 开 这 两 个 定理 ， 
1.4.6 一 个 拓扑 学 引 理 ” 如 果 信 和 评 是 拓扑 空间 天内 的 两 个 
开 集 ， 玉 证 ， 香 评 不 入 冰 的 边界 点 ， 那 么 ， 凶 是 到 的 一 电 分 二 
的 并 集 。 
+ 根据 拒 折 学 中 的 定 多 ， 一个 分 和 是 1 的 -最大 过 
TR 
” 设 8 是 多 的 一 个 分 支 ， 县 与 了 相 交 ， 兹 设 避 是 志 的 祭 
集 ， 国 为 不 全 六 这 办 所 以 4 是 两 个 不 相交 的 开 集 oNy 
与 4 人 这 的 并 和 集 ; 由 于 9 须 是 连通 集 ， 从 而 扒 知 2 口 是 空 入; 四 
此 2CP。、 和 . 
1.4.7 引 理 如 果 4 是 Banack 代数 ， {i} CGB, x 是 GCAY 
的 一 个 边界 点 ， 当 z->co 时 又 有 Xu 一 全 那么 ， lim lz | 一 
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证 用 反 证 法 。 如 其 不 然 ， 就 应 当 有 MM<oo 使 xo"! 之 4 
适用 于 无 穷 多 个 4%， 这 些 4 当中 、. 总 会 有 一 个 ， 比方 说 是 wos 能 
使 ] Map 一 和 ] <1/M 成 立 。 对 于 这 个 2i 来 说 ， 有 
le 一 xz] = xx 一 | <1, 

所 而 xz:%*《G(4)。 由 于 G(4) 是 一 个 群 ， 那么 %= Xn (Xl Xx) 
《6G(4) 。 注 意 到 G(4) 还 是 开 集 ，* 必须 是 G (4 的 一 个 内 点 ， 这 
与 原 设 是 相抵 触 的 ， 所 以 { 1 x | } 不 已 可 能 是 有 界 集 。 口 

1.4.8 定理 

(a) 如果 A 是 Banach 代 数 B 的 一 个 闭 于 代数 ， 而 且 4 含 有 
如 的 单位 元 ， 那 么 ，G( 是 4MG(B) 的 一 些 分 支 的 并 集 。 

(0) 在 上 述 条 件 下 ， 如 果 x《 4， 那 么 ，o4(%) 是 op(x) 与 一 
族 (可 能 为 空 ) < (2 的 余 集 的 有 界 分 支 的 并 集 ， 特别 是 ,04 (的 
边界 莫 在 o5(%) 之 内 ， 

证 (0 4 的 每 个 在 4 内 有 洲 元 的 元 于 在 内 有 相同 的 逆 元 ， 
因而 6G (4D CG(B). G(LD 和 4nG(B) 都 是 4 的 开 子 集 。 为 了 求 
证 (a) ， 根 据 引 理 1,4， 6， 只 须 证 明 , 任 取 G (如 的 一 个 边界 点 
都 有 《6G(B). 

其 实 ， 这 样 的 了 必定 是 GL4) 内 一 个 序列 {ys} 的 极限 点 ， 根 
据 引 理 1.4.7， 将 有 7;' 一 oo。 假如 y 《GCB)， 在 G(B) 内 的 
逆 映 射 的 连续 性 〈 参 看 定理 1.4.2) 将 使 y;! 收敛 于 y-!。 于 是 ， 
{上 ys! i}》 将 是 有 界 集 。 这 个 矛盾 说 明 7《G(B) . 至 此 (q 证 论 。 

(8) 设 Q4 与 8s 分 别 为 4《%) 与 ca(2) 相对 于 C 的 余 集 、 包含 关 
系 2AC.2s 显 而 易 见 ， 因 为 16 2A 当 且 仅 当 1 一 x*《G(4)。 设 0 是 
2x 的 一 个 边界 点 ， 对 应 的 he 一 % 应 当 是 G(4) 的 一 个 边界 点 ， 在 求 
证 (a) 的 过 程 中 已 经 得 知 ， 这 时 2oc 一 x 《G (B) 。 因而 0《 2。 
现在 ， 由 引 理 1.4.6 可 以 肯定 ,84 是 8 的 一 些 分 支 的 并 集 、 那 么 ， 
Qs 的 其 它 分 支 应 当 是 o4(%) 的 子 集 ， 于 是 (2》 也 得 证 。 口 

推论 如 果 ca(2) 并 不 分 离 C， 也 就 是 说 ， 它 的 例 集 9 是 连通 
的 ， 那么 wx (%) 一 5a(X) 。 


28 


CV RR 


证 这 是 因为 ， 这 样 的 9s 没 有 有 界 分 支 ， ” 口 
| 这 个 推论 的 最 重要 的 应 用 ， 是 过 到 (2 仅仅 含有 实数 的 时 
候 ， 

利用 引 理 1. 4.7, 还 可 以 证 得 与 Femedaax-Masyg 定理 光 
相同 结论 的 定理 1.4.9， 虽 然 它 的 重要 性 不 是 那么 显著 ， 

.1.4.9 定理 如 果 4 是 Banach 代数 ， 又 用 <oo 使 得 住 何 
%，y《 4 都 有 | 
(1) | yl ly 

证 这 7 是 GC 的 一 个 边界 点 这 时 有 一 个 序列 {ys} 


G0 使 y=limys。 根 据 引 理 1.4. 7 yt 由 =oo. 但 是 ，， 


由 题 设 又 有 人 
(2) Ey ya <MHel (4 =1,2)3,."), 
因此 ， 必 须 是 yzj 一 0;: 也 就 是 说 y==0， 

任 取 %《 有 4,， .ow) 的 每 个 边界 点 4 将 对 应 于 G (4d) 的 一 个 边界 点 
he— Xe 紧 然 满足 题 设 条 件 的 Banach 代 数 4 的 G( 信 的 边界 点 是 稚 
元 素 ， 那 么 ie 一 x 二 0， 亦 即 * 二 1e。 这 样 就 得 知 _ 

4= 《ie € CC}. 口 


最 后 ， 我 们 来 考察 ， 对 于 Banach 代数 4 的 两 个 相当 接近 的 
元 素 4Y 与 了 ?， 它 们 的 谱 能 否 按照 适当 的 意义 也 是 彼此 接近 的 ? 定 
理 1.4.10 给 出 了 十 分 简单 的 回答 。 . 

1.4.10 定理 如 果 A 是 Banach 代 数 ，x《 4, 8 是 C 内 的 一 
个 开 集 ， 并 且 “(xz) C98， 那么， 存在 这 样 的 ?9 汪 0， 只 要 3 4 而 又 
Hy <3, 就 有 s(x+)C9。 

证 由 于 站 Qe— %)-! 在 2(%) 的 从 集 内 是 /的 过 线 且 玫 ， 叉 
因为 


lm | Ge—z) ~! =0, 
所 以 有 在 MM 二 oo， 使 得 
2 和 


| Ce—x) -ll <M 
对 于 9 以 外 的 一 切 ? 都 能 成 立 。 
如 果 y《4， jy <1/M， 那么 当 4€98 时 将 肝 (1e 
一 2)-!y 上 过 1， 于 是 
Me 一 (x%+ y= (0—%) Ce— (he— %) -iy] 
在 4 内 可 逆 ， 也 就 是 说 ， i€o(x+y), 
因此 ， 只 须 取 3 二 1/M， 就 能 得 到 所 期 待 的 结 口 


1.5 符号 运算 


1. 5.1 引 理 如 果 4 是 Banach 代 数 ,xk 41a 《Cua 区 : 
2=C 一 {a}; 义 让 在 8 内 围绕 oz) 那么 有 | 


(1) | (ze 一 D"(0e 一 为- (ae 一 入 
2xf :: 本 


(nn 二 0, 土 1 , 土 2,*%0)，。 
“证 将 (1)》 式 中 的 积分 记 作 yw。 注 意 到 4《 o(%) 时 有 
“(X02—%) -= (ue—%) t+ (一 1) (ac—%) (0—€) 
. -ra 一 四 -11 Train 四 


i | (a—h)"ti(te—%) -dA, 
2 r 


得 于 . 


. za (a—N1 "di=0; 
所 以 ， 从 〈 2 ) 式 能 够 得 到 递 推 公式 ， 
(3) (ae—%) ys= yay! (4 一 0， 土 1, 土 2，…) 
这 意味 着 ， 如 果 我 们 证 明了 % = 0 的 特 款 ， 那 么 ， 可 以 由 (3) 
式 导出 (1 ) 式 。 
现在 来 求证 
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24 | i 
设 r, 是 一 个 正 向 较 周 ， 中 心 在 原点 ， 半径 /> 1 上 上。 和 由 于 Ge 一 
*)“! 在 T", 上 是 爹 纯 订 数 ， 它 可 以 展开 为 军 级 数 Oo 
05) Qe-@ =o 
然后 对 级 数 〈 5 ) 施行 逐 项 积分 ， 就 能 得 到 (4) 式 ， 只 须 将 其 
中 的 积分 路 线 7 换 成 r,。 而 Cauchy 积分 定理 《定理 1,3。 ,6) 能 够 


《4) | Qe 用- C2 - 
I 


保证 ， 这 样 做 时 积分 值 不 会 受到 影响 . | 口 
”这 个 引 理 的 直接 推论 就 是 下 面 的 定理 1.5.2。 为 了 便于 航 玉 ， 
我 们 先 介绍 向 量 值 函 数 中 的 有 理 函 数 概 念 。 
定义 ”如果 


RN) Lp 4 Foden 
ns 
| 是 一 个 以 诸 a 为 极点 的 有 再 函数 ， 即 ， PP 是 一 个 多 项 式 ， 和 中 
只 含有 限 多 项 ， 设 z 《4 “ (的 中 不 含 及 (为 的 报 点 ， 则 对 应 的 
R(X) = PW) + TE ein (x— ame) ~ : 
ms 
称 为 一 个 向 量 值 有 理 函 数 . 
1.5.2 定理 : 如 果 8 是 C 内 一 个 包含 了 v( 力 的 开 集 ， RD) 在 
其 中 为 全 纯 函 数 ， 而 /是 在 2 内 国 绕 z(2) 的 积分 路 线 ,， 那么 有 
(1) RW =) RW oo #) -ia7. 口 
1.5.3 定义 设 4 是 Banach 代数 ， 9 是 C 内 的 一 个 开 集 ， 而 
下 (是 2 内 的 全 休 复 全 纯 孙 数 构成 的 代数 由 定理 1 《18 和 
C1) = {#4: “PCO : 
4 的 一 他 和 
我们 定义 末 (Ao) 为 ， 以 4o 做 定义 域 的 全 体 4- 什 函数 / 的 集 
合 ， 它 们 都 是 由 f《 五 (8) 经 过 公式 - 


(2) | /= f 0) Qe— Da 
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得 出 的 ， 其 中 是 在 2 内 围绕 < 的 任 一 积分 路 纺 ; 

对 于 这 个 定义 ， 须 作 以 下 几 点 注释 。 ”“- 

kz) 因为 P 与 "(%) 保 持 一 段 距离 ， 又 因为 反 函 数 在 总 内 : 连 
续 ， 所 以 (2 ) 式 申 的 被 积 函 数 是 连续 函数 ， 扶 分 存在 并 且 “ 
三 (9) 确 是 4 内 的 一 个 元 素 。 . 

(0)》 进一步 说 ， 被 积 函 数 还 是 。 (的 余 集 内 的 一 个 全 线 4 一 
值 函 数 ， Cauchy 积 分 定理 莉 宪 7 与 积分 路 线 7 的 选 法 无 关 ， 只 
要 求 丰 在 8 内 围绕 co (x)， 

(c) 根据 前 面 给 出 的 向 量 慎 有 理 曾 数 的 定义 和 定理 1. 5。 2 
当 7 (2 省 有 理 函 数 时 ， 将 有 站 

f (= = (xX), 

另外 ， 如 果 %== ae 且 a 《28， 则 (2) 式 将 变 成 
(3 ) f(a) =f (a)e.. 
读者 或 许 已 经 注意 到 ， ae《 Ao 当 且 仅 当 a《 8。 如 果 我 们 将 + 《CC 
与 6 《4 罩 成 是 等 同 的 那么 ， 每 个 /《 互 (9) 都 可 以 视 为 将 4o 的 
某 个 子 集 ( 即 45 与 由 。 生 成 的 4 的 一 维 子 空间 的 交集 ) 映 入 4， 
并 且 ， 这 时 (3 ) 式 表明 /可 以 理解 为 了 的 扩张 

可 能 是 考虑 到 上 述 情况 ， 许 多 论著 在 涉及 这 个 问题 时 ， 仍 将 
《2 ) 式 中 的 1《?) 记 作 了 (x) 。 不 过 ,为 了 避免 误解 和 模棱两可 ， 
我 们 决定 采用 新 的 记号 / (7) 。 

da) 从 五 (9) 到 应 (42) 上 的 映射 / 一 / 接 限 下 这 的 意义 来 
是 连续 的 : : 
如 果 fa《H(0) (n=L2,3," …) 在 8 的 所 有 紧 子 集 上 上 一致 
收敛 于 了， Jimyf = 那么 、 对 应 的 1 ( 八 将 一 到 收 伟 于 14， 

limf»(%) 一 三 (2) 。 

1.5.4 定理 在 定义 1.5。 3 中 得 到 的 函数 7() 有 以 下 性 质 。 

(4) 对 于 了 .00) =2" 来 说 ,有 (2 二 x*” (n=0,1,2,**)3 

(3) (af) Ty) =af (x) . . 

(C) (f +8) (x) = x) +8 (x)s 

(4) (fg)~(w) = 了 (D8(x)， 因 而 J (x) 与 5(%) 的 乘法 运算 


CC 
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是 可 交换 的 : 1 
(0) (0) 为 可 递 元 ， 当 且 仅 当 每 个 1 《 “9 都 有 / 0) 过 0; 


而 且 ， 如 果 / (2) 可 进 ， 则 ce 人 0， 


证 (4)，() 和 〈c)》 均 可 用 引 理 1.5.1 和 定义 1.5.3 直接 
验证 。 | 一 
(a) 现在 来 求证 ， 由 ,8 《五 (9) 作出 的 
(1) h(a) = f (801) (1€0) ~、 
一 定 对 应 于 
(2) h(x) = f(x) B(x) (zk 4o) ， 
我 们 知道 ， 当 (2)， 8 (1) 都 是 有 理 函 数 时 ， h() 也 是 有 理 
铺 数 ; 因此 
h(xX) = f (%) g (%) ， 
f (%) = 7o， BO =8(0), bX) 一 站 
于 是 (2) 式 成 立 。 至 于 一 般 情况 ， 我 们 先 在 0 的 紧 子 集 上 用 有 
理 函 数 序列 {2} 与 {8o} 去 一 至 记过/ 与 8 ， 这 时 ， 有 还 函数 序列 
{.g 将 一 致 收 伍 于 广 ， 再 利用 定义 1。 5.3 的 注释 C4) 中 说 到 的 - 
映射 / 7/ 的 连续 性 ， 就 能 证 明 (2》 式 仍然 成 立 ， | 


(e) 如 果 f Cj) 在 6( 芒 上 没有 零点 ， 则 5 CD = 本 三 一 将 是 一 


个 开 集 01L. 上 的 全 纯 函 数 ， 这 个 8 适合 包含 关系 “( 轨 COICO， 因 
为 在 8 内 ，_ (4) g (4) =1， 按 照 已 经 证 骨 的 《4), 将 有 J (x)8 (%) 
=e。， 所 以 () 是 可 逆 的 。 反 之 ， 如 有 某 个 44(%) 使 / (4) =0， 
那么 ， 将 有 (42)《 五 (8) 使 得 
4 一 60 一 AD uty, 
对 应 地 ， 就 有 四 
(x—~ co) h(x) =f (x) 一 六 (2 (%— mo) 
纸 然 x 一 ae 在 4 内 不 可 逆 ， 那 么 ，J (%) 也 不 可 逆 。 口 
1.5.5 定理 ”如 果 按照 定义 1.5.3 中 所 说 的 那样 去 理解 4， 
五 (9) 和 并 (4o)， 那么， 让 (40 是 一 个 复 -代数 ， 映射 />f 是 
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性 (2) 到 瓦 (4o) 上 的 一 个 代数 同 构 ， 并 且 是 连续 的 ， 

:证 由 于 在 求证 定理 1.5.4 的 (4) 时 已 经 引入 入 (4a) 中 的 冬 
法 ， 因 此 不 难 验证 育 (42) 是 一 个 复 代 数 ， 并 且 还 是 交换 代数 ， 

为 了 证 明 映 射 太 一 /是 一 个 代数 同 构 ， 首 先 注意 到 前 面 说 到 ; 
的 肥 (4o) 中 的 乘法 实质 上 就 是 这 个 映射 的 乘法 ， 再 由 定义 1.5.3 
中 的 / (的 积分 表示 式 《 2 ) 立即 可 知 它 它 是 线性 的 ， 此 外 ， 如 
果 f =0， 则 有 | 
(1) fl@We=fla0)=0 ‘(at, 
于 是 /=0。 因 此 映射 是 一 对 一 的 。 加 

最 后 ， 再 回 过 头 来 看 看 定义 1.5.3 中 的 积分 式 (2)， 由 
上 (2e 一 弘一 下 在 "上 的 有 界 性 就 人 得 到 /一 /的 连续 性 。 -] 

1.5.6 定理 〈 谱 映射 定理 ) ”如果 / 《Ht9)， zk Ao, 那 
么 ， 恒 有 

of (2)) = (0(%)). 

,证 选取 6《C,， 按照 定义 ， 8 《of(%) 当 且 仅 当 f(x) 一 Be 在 

4 内 不 可 造 将 定理 1.5. 4(@) 中 的 六 0 换 成 /2) 一 8， 然后 应 用 


其 结论 ， 就 得 到 ， 广 (z) 一 fe 在 4 内 不 可 逆 ， 当 且 仅 当 /(W) 一 8 在 
z(%) 肉 有 零点 ， 亦 即 ，8 《 (co (x))。 . 口 

有 了 席 喘 射 定理 ， 我 们 就 能 够 将 函数 的 复合 手续 也 归 入 符号 
运算 之 列 。 

1.5.7 定理 ”如 果 x% Ao; 《五 (9)，8i 是 包含 1 (olx)) 的 
一 个 开 集 5 &《 瑟 (9) 且 在 9o 内 有 (0 =g(f 0)); 这 个 8 是 所 有 
1《8 且 / 0) 《8i 的 ?构成 的 集 ; 那么 有 天 的 ds 以 及 hn = 
Bf (x) ) 。 | 

简洁 地 说 ， 就 是 ， 对 应 于 二 go J/， 有 =o 了 。 县 

证 由 谱 呐 射 定理 知 "(/ (9))C9， 因 此 E(7 (w)) 是 有 意义 
的 ， 

在 9: 内 选 定 围绕 /(o (x) ) 的 积分 路 线 Pu 有 这 样 一 个 开 集 
太 ，e(%) CWC86o， 它 足够 小 以 使 
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和 =1 “am. 


在 访 内 选 定 围绕 2 ( 坟 的 积分 路 线 Te， 如 果 c《T， 则 有 11 6 一 内 
《及 (QW)。 因 而 ， 将 定理 1,5.5 中 的 8 换 成 WV 之 后 ， 可 得 


- 一 - 1 一 -1 一 - —wx)-! 
(2) Cee fF 0- zz Cf IT Qe da 


CET). 
得 于 站 在 8, 内 围绕 着 r (J (%))，〈1) 式 和 《2 ) 式 蕴 洱 


~ . 1 7? -17p ” 
5(7 Ww) = £0 re Free 


_ 1 
“2ns 


| | eH /Ide a 
Te 2 ， | | 
lf ;1 | 本 人 ~ 

OO Dd 

. -二 0 (1e 一 区 -521 


= 有) 。 : 口 
下 面 我 人 区 分 绍 符号 运算 的 革 上 应 用 ， 普 于 让 及 人 和 要 与 
数 的 存在 性 。- 
定义 对 于 Banach 代 数 4 中 的 给 定 元 于 5 说， 如 果 在 4 
入 有 某 个 元 素 》， 使 得 
=y" : 
成 立 ， 则 ? 称 为 ”的 一 个 ep 次 根 。 1 站 
对 于 Baaach 代数 中 的 给 定 元 宁 末 流 ， 如 果 在 内 有 车 
个 元 素 》， 使 得 
Me exp(y) 
域 立 ， 则 2》 称 为 * 的 一 个 对 数 ， 和 
1.5.8 定理 如 果 4 是 Banach 代 数 ， x€4, 并 且 * 的 谱 " (2) 
有 从 0 到 ce 都 不 分 离 ， 那 么 


3 


《a) * 在 4 内 存在 所 有 各 次 的 根 ， 

(6) zx 在 4 内 有 一 个 对 数 ， 

Cc) 任 给 *。>>0， 总 有 一 个 多 项 式 己 使 | pl <e. 

紫外 , .如 果 o (x) 位 于 正 实 轴 内 ， 则 《@) 中 所 说 的 根 能 适当 
选取 以 使 其 也 请 足 同 样 的 条 件 。 

证 ”我们 先 来 求证 〈 妨 ， 按 照 题 设 ， 0 位 于 oc (x) 的 余 集 的 无 
界 分 支 上 ， 因而 有 一 个 隙 数 了 ， 它 在 一 个 单 连 通 开 集 2 二 (xz 内 
金 纯 ， 并 且 福 是 

exp(f 0)) =1. 
应 用 定理 1,5.7， 可 以 得 到 与 上 式 对 应 的 

exp(f (2)) =%. 

因此 y= f (x) 就 是 * 的 一 个 对 数 ， 

如 果 每 个 +《 (2) 都 满足 条 件 0 <1<co， 上 述 了 还 能 适当 选 
取 以 使 其 在 o (x) 上 取 实 数值 。 由 谱 映 射 定理 ， 这 时 o (y) 位 于 实数 
轴 内 。 设 z=exp(y/m) ,那么 z” 一 x。 再 一 次 应 用 谱 映 射 定理 ， 可 
以 证 明 ， 如 果 s()C( 一 co6。，oo)， 就 有 o (zx) 己 (0，co)。 于 是 ， 
由 (2)》 又 证 得 了 (4@). | | 

求证 (c) 时 ， 只 须 注意 到 ， 在 某 个 包含 c(2) 的 开 集 上 ，1A 
可 以 用 多 项 式 去 一 臻 逼近 ， 然 后 应 用 映射 /1 及 其 连续 性 。 口 

上 述 结果 即使 在 有 限 维 代数 中 也 是 很 有 价值 的 。. 例 如 ; : 设 4 
为 全 体 复 4 阶 方 阵 的 代数 (或 者 说 是 C" 上 的 全 体 有 界线 性 算 子 的 
代数 )， 那 么 ， 按 照 定理 1.5.8 的 (5) , 复 2 阶 方 阵 对 是 某 个 方 阵 的 
指数 , 当 且 仅 当 0 不 是 M 的 特征 值 ， 亦 即 , 当 且 仅 当 M 是 可 着 元 。 

1.5.9 定理 设 4 为 Banach 代 数 ，X64. 

(4)》 如 时 PO0) 是 一 元 多 项 式 ， 且 P(x) =0， 那 么 ， sw) 位 
于 P() 的 零点 集 内 ; 

(5) 特别 是 ， 和 如果 * 是 突 等 元 ， 即 ， 如 果 x 二 二 Xx3 那么 ， 
s(x) CS{0,1}; 

(c) 如 果 4 的 某 个 元 素 的 谱 是 不 连通 的 ， 那么 ， 4 包含 一 个 
非 平凡 的 寡 等 元 。 〈 读 者 容易 想到 ， 所 谓 平凡 的 敌 等 元 乃 是 0 与 
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2 i 
证 根据 诺 映 射 定理 ， 有 
.Plo lw)) =a(P(D).=0 00) to} 
:这 就 证 得 (@)。 
作为 特 款 ， 取 忆 (1) 一 太一 入 Po 的 二 点 和 为 1 中， 由 (0 
即 可 得 到 (5). 
如 果 s (2) 是 不 连通 的 ， 应 当 有 不 相交 的 开 入世 9, 1 它们 者 
与 o(%) 相交 ，: 并 集 9=gv 昌 2, 揽 莱 a(o; -在 和 内 轩 (一 0 而 
在 如 次 置 六 62) =1; 这 样 定义 的 月 数 /《 HH (83》; 设 艾 涯 产 (x)。 因 
为 1=/ ,对 应 地 将 有 二。 村 是 ， 起 等 元 ， 利 玫 谱 映 
射 定理 可 得 | 
op) = fa)) tf6y1 7 i 2 
由 此 可 以 推 知 不 是 平凡 的 各 等 元 ; 因为 0 和 和: e 的 汪 痢 是 单 上 
〈 即 只 含 一 个 数 的 谱 》 。 四 加 
定义 i 汪汪 秆 光 
局 谱 (离散 谱 ) 设 儿 (XX) 是 Banach 空间 交 : 有 胃 
线性 算 子 构成 的 Banacb 和 代数 ， 记 算 子 ?6 加 (2) 的 的 所 有 转 征 值 
组 成 的 数 集 称 为 了 的 点 谱 或 离散 谱 ， 记 作 w (2Z7。-… 
”显然 4 《0 当 是 权 当 7~ 的 等 间 . 人 (r iD 具有 下 
的 维 数 ， : 
、 如 时 将 谱 歇 射 定理 具体 应 用 于 Banach 代数 多 (xX) > 这 一 特 
让 产能 担 到 以 下 更 为 绝 玫 的 结果 
二 5.11: 定理 设 7 《多 2)， 9 有 C8 一 人 并 作 oc 
EH i 
(a) 如果 x《 芒 ， a€ 9, 又 有 Tan 3 那么 ， -也 疾 定 
有 FD) w= (a) x 或 者 说 ,了 的 每 个 以 4 为 特征 值 的 特征 向 量 ， 
必定 也 是 站 (T) 的 特征 向 量 ， 对 应 的 特征 值 则 是 了 kx)? 
CD f (oD Cf TN | 
(c) 如果 x 《ve( 六 T)) ,而且 /一 a 在 8 的 任何 分支 内 都 不 
恒 等 于 零 ， 那么 ，a《 (95(7))$ 和 
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人 如 果 了 在 9 的 任何 分 支 内 都 不 是 数位 ， 那 么 ，，。， 
f (00(7))= a (fT7)). | 
证 求证 (a) 时 ,如果 %*=6， 就 无 须 做 什么 工作 ， 央 此 可 
取 x 隆 0 且 7T, 二 ax。 这 时 a 《oo(T)， 并 旦 有 g《 (8) 使 
(1).- ff)=e(N) ~ a)s 
对 应 地 ， 将 要 有 
2) do 一 oz=E5(CD GT 一 cx7). 
既然 《7T 一 “7)x=0， 那 么 , 必定 是 六 (7)x= (a)x. i 
以 上 证 得 的 《a)，. 可 以 用 文字 报 述 为 ， 当 4 是 T 的 特征 值 时 ， 
/ (4%) 必定 是 了 (7) 的 特征 值 ， 写 出 其 逆 否 命题 就 能 得 到 《5). 
根据 〈c) 的 题 设 ， 有 
(3) “€or FTVEAT TY EST), 本 
因此 1 - 
04) {fiC0)}N eT) 6. 
此 外 ， 集 合 (4 ) 应 是 有 限 集 ; 因为 (了) 是 0 的 一 个 紧 子 集 ， 而 
且 / 一 “在 2 的 任何 分 支 都 不 恒 等 于 零 . 设 <cb ys 是 了 一 “在 c(7) 
内 的 零点 ， 并 按照 它们 的 重 数 计数 ， 嘟 么 i 
《5) f(D—~a=gA C0) 人 
其 中 g《 五 (8), 它 在 *(7) 上 没有 零点 .这 有 时， 与 人 5 ) 武 对 应 二 ， 有 
(6) f(T)—al= 5(T)(T 一 CD) * (了 一 Ce) 。 2 
由 定理 1.5,4(e) 可 知 ' 8(7) 在 否 ( 民 ) 内 是 可 逆 元 。 鉴于 是 
了 (7T) 的 一 个 特征 值 ,了 (7) 一 a7 在 六 上 不 能 是 一 对 一 的 。 因 此 元 
出 现在 〈6 ) 式 的 各 个 算 子 工 -5 (一 12 7 当中， 至 少 有 
一 个 也 不 是 一 对 一 的 ;比方 说 ， 是 了 一 co7。 这 时 Gok 79， 并 
且 有 f(6io) =a。 于 是 证 得 了 《ec)。 i 
.将 (8) 与 (ce) 合 起 来 ， 就 能 得 到 4). 四 


1.6 五 (4o ) 的 微分 学 
这 一 节 继 续 考察 户 (46) 中 的 元 ， 将 要 得 出 的 结论 是 :它们 与 
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经 典 分 析 中 的 金 纯 函数 颇 为 相似 ， 特 别 是 有 关 可 微 性 、 短 级 数 表 
示 和 开 肌 射 的 性 质 几 个 方面 ， 读 者 还 能 看 到 ， 在 交换 代数 的 情况 
下 ， 所 得 的 结果 要 比 非 交换 代数 更 加 类似 于 经 典 分 析 中 的 全 纯 冰 
数 。 
1.6.1 定义 - 设 X 与 7 均 为 Banacb 空 闻 ,， .9 是 X 的 一 个 开 子 
集 ; 映射 : OY, a€ 8° 如 果 有 AE 5 (多 ， 站 能 使 
.im : [Fats) -Fa) del _=0, 


x»0 1 xl 
则 4 称 为 天 在 a 的 FrEchet 导 数 ， 记 作 (DF)。， 
如果 每 个 a《 2 都 有 《DF 存在 ， 并 且 鼎 射 。 
a i>(DF), 
是 由 2 到 2 (X,Y) 内 的 连续 映射 ， 那 么 ，F 称 为 在 8 内 总 连 员 可 
微 的 。 
| 请 者 上 我们 浊 有 要 赤 4 的 只 性 ， 因 为 这 人 并 有 
要 。 
1.6.2 问 商 的 概念 
如 果 A 是 Banach 代 数 ; % CA 有 x+%《 4 在 恒等式 
和 Ge 二 2) 二 (je 一 x 一 忆 三 关 : 2 
的 两 端 同时 左 乘 以 (ae 一 x 一 ! 和 右 委 以 (49 一 %) 可 以 得 到 
(1) (he—%—h)-'— (he—%X)-!= 《he 一 % 一 -一 
当然 ， 事 先 应 假定 这 些 关 元 索 都 存在 。 本 
现在 ， 取 开 集 CC,zk Aorr+h EARI CH 再 和 
当选 取 积 分 路 线 7 使 基 在 2 内 国 费 "CU 十 仿 ， 于 是 ， 册 (1 ) 
式 导 出 - - . 忆 Ci 


(2) x+ 有 一 六 (xy 


去 | faG— x Ah) em Dd 


如 果 h 与 * 可 以 交换 ， 亦 即 xh 二 oa Whe, A C8 
式 的 积分 号 中 移出 ， 这 是 我 们 曾 在 定义 1.3.5 中 讲 过 的 。 这 
3 


《3) (OP (11) = | f (0) 1c—%~ 及- -lei 人- dh, . 


这 时 可 以 将 (2) 汪 换 写成 
C4) x+ 月 一 oO 一 HOC， 
于 是 ， 更 容易 理解 《0 站 (x; 有 ) 确实 应 当 称 为 差 商 。 

1.6.3 定理 如果 4 是 交换 Banach 代 数 , 开 集 2CC5x64o， 
Af 《HH(8)， 那 么 ， 存 在 8>>0， 对 于 一 切 及 《4A 当 441 < 时 ，. 
恒 有 
(1) Fe+ 朋 = 开关 0 

n=0 

城 立 。 随 之 还 有 和 
(2) (D 记 -人 = 天 (oO hd). i 
换 名 话说; 算 子 (D 有 ),《 绍 ( 仿 就 是 // 0) 未 乘 。 ，… 

当然 ， 这 个 定理 所 说 的 ， 显 然 是 函数 六 (%) 的 局 部 映 庙 的 性 
证 -参照 决 理 1.4.10 的 证 明 , 有 MM<oo, 对 于 六 上 的 妹 个 1 1 
都 有 | (1e 一 扫 -| < 到 8=1/M， 当 上 4 上 <6 时 ， 级 数 


3) ex 一 = Qe) eh”! 


n=1 i : 
在 /上 名 4 的 范 拓 扑 是 一 致 收敛 的 ， 因此 ， . 1.6.2 中 的 (3 ) 式 


04) (07) (sD)= | PR 
一 1 nl Pg nl 
-三 十 (如 人 f Wes) -ria apr. 
在 此 ， 我 们 播 一 句 话 。 对 于 /6 互 (8), 读 者 当 已 熟悉 Cauchy 
型 积分 公式 


Cn) = /OY 
52 7 人 = 2 CA 一 GD) 4 
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既然 积分 是 和 的 极限 ， 由 定理 1.5。 4 中 的 有 类 内 容 以 及 映射 了 上 > 
广 的 连续 性 ， 对 应 地 可 以 得 出 ， 
(6) fewer) - 基 ， OY 


《BE 一 Jet+i 
现在 ， 只 须 将 (6 ) 代入 〈4 ) ,就 有 
(7) (07 及 = -互生 


Ar 的 和 用人 于 一个 (取决 于 了 S57) 乘 人 
。 因 此 ，《〈 7?》 式 有 端的 级 数 依 范 数 收敛 。 
注意 到 4 是 交换 Banach 代 数 ， 并 将 (7) 应 用 于 6. -2 
的 (4)， 立即 可 得 


oo 


(8) 7 (x 二 + 有) = 开 寺 ci 


2 入 
0 
就 能 得 到 :《2) .。 1 口 . 
以 上 所 述 ， 与 经 典 分 析 4 一 C 时 所 得 的 结果 完全 相 癌 但 贫 
主意 ， 在 此 曾 假定 4 是 交换 Banach 代数 。 下 面 将 村 考虑 非 交换 
Banach 代 数 的 情况 ， 
1.6.4 换 位 子 ” 
今后 ， 将 分 别 用 .与 R. 才 示 左 当 与 右 乘 以 Banach 代数 4 中 
的 元 素 *。 因 为 在 4 中 结合 律 y(xz) = (y2)xs 成 立 ， 所 以， 和 从 个 
左 交 子 Ly 可 与 每 个 右 羔 子 RR 交换 ;. -| 
LLRe(%)) = RL y CX)) 
特别 是 ，L 与 局 此 之 间 以 及 与 算 子 、 
(1) - C.=R.—L, 
都 是 可 交换 的 。 由 于 
CY)= YX~%)y, 
C: 被 称 为 》 和 ?的 换 位 子 . 
显然 ， 工 -,RR- 和 C。 都 属于 急 (4)。 还 容易 看 出 : 


4I 


(2) o(Li) =0(%) =0(R), 
以 及 上 C: 委 21x】. 

为 了 验证 (2 ) 式 ， 任 取 可 逆 元 y 《4， 则 有 

(17 一 Ze)y 一 47 一 %Y 一 (0 一 %) YY. 

可 见 17 一 工 .与 ie 一 xz 的 逆 元 素 存在 与 否 的 可 能 性 是 一 致 的， 因而 
得 到 “(Z.) 二 o(x)、 类 似 地 可 得 o (Rs) 二 o(%)。 

第 2 章 的 定理 2.4.3 的 推论 2 ， 还 要 进一步 研究 *(C.) 的 某 些 
更 深刻 的 性 质 。 

1.6.5 定理 如 果 4 是 Banach 代 数 ; 开 集 9CC， zk 4o, 又 
了 4 瑟 (9)， 那么 ， 7 是 一 个 从 4o 到 4 内 的 连续 可 微 函数 ， 且 有 


(1) (Dj).y) -| f 0) Ce—%)- (0 一 区 > ‘dx 


(y € 4), 
其 中 7 是 2 内 任 一 围绕 “"(%) 的 积分 路 线 ， 
2…: 算 子 (4D 用); 还 能 表示 为 多 (4)~ 值 积分 
(2) oD), fT-R)-' (AT -md 


或 者 表示 为 辩 商 
(3) DD,= OP Lc). | 
如 果 2 包 含 了 所 有 满足 条 件 171<3 i x 的 7， 那么 ， 将 有 


ce 


(4) 《六 ,= 王 天 Ce 


1 二 ] 纪 
我 们 还 应 当 对 (3》 式 所 用 的 记号 称 加 说 明 。 在 其 左 端 ;了 是 
一 个 从 4s 到 4 内 的 函数 ， 而 右 端的 7 旭 代 表 一 个 从 乡 (4)9 到 
.多 (4) 内 的 函数 ， 因 此 ( 3 ) 起 两 端 者 表示 (4) 的 元 . 
证 如 果 M>> |‖ (ie 一 切 一 作对 于 PP 上 的 一 切 1 来 说 都 能 成 
立 ， 又 如 2M 由 y 下 <1, 则 可 利用 定理 1.4.2 估 计 节 (zx 十 力 一 产 (z) 
与 (1 ) 式 右 端 之 间 的 差 ， 基数 交 不 超过 211 | 站? 乘 以 严 的 


长 度 与 上 的 1/ 的 最 大 值 ,再 乘 以 -7 。 按照 Fréchet' 导 数 的 定 
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. 义 ， 很 容易 验证 〈1 )- 式 成 立 。 

为 了 求证 〈2 》 式 ， 注 意 多 (4) 一 值 积分 也 是 向 量 值 积分 ， 
适 积 分 过 程 乃 是 求 和 的 极限 ， 因 此 将 《2 》 式 右 端 看 作 算 子 时 ， 
任 取 》《 A4， 都 有 


1 LP-IT TT yi | 
(C5) [|, SOOTTR)TOT- TO] 


=—l. | /acox- RY -Lyd 


然后 ， 设 
QI1—R)- 1~—L)-'(y)=2, 

经 过 以 下 计算 ， 有 

y= (I~—L) (1— RD) (2) 

=(11~—L,)(12—2%) 

= (A1~L:) (2). (Nc—%) 

=(A¢~ Xe) (hie— x) 

一 (ie 一 2)3(1c 一 %) 。 
于 是 得 到 和 

(he—%) "iy(Ae— Xx) !=2, 
这 就 证 明了 〔 5 》 式 有 端的 被 积 函 数 与 《 1 ) 式 右 端 的 被 积 函数 
完全 相同 因此，〈2 〉 作 为 《1) 的 算 子 形式 的 表达 式 是 正确 
的 。 | i 
我 们 将 利用 (2 ) 求证 7 是 一 个 从 4o 到 4 内 的 连续 可 微 遇 
射 。 设 * 为 点 列 {x。} 的 极限 点 ， 积 分 路 线 下 在 8 内 围绕 除去 有 限 
个 % 以 外 的 所 有 的 oC(%。)。 这 时 (Df)xs 由 (2) 式 给 出 , 只 须 将 
被 积 函 数 中 的 “ 换 成 +s。 由 于 
(6) Him 《4E 一 Ma) 1 一 (1 一 %) 
在 上 一 到 履 级 ， 相 应 地 (2 》 式 有 并 的 被 积 函 元 中 也 有 
.lim Ql~Ra)-!=(-R)-', 
(7). ”一 
hm Al-L) t=- L's 
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Ce ee i ， 


在 1' 上 一 至 收 化 ， 因 此 映射 + 一 (D7): 是 连续 的 ， 或 者 说 , 广 在 9 
内 连续 可 微 ， 

至 于 (3 ) 式 ， 其实 是 (2 ) 式 的 另 一 种 写法 ， 因 为 R.= 
Lx+C., 

如 果 将 《2 ) 式 中 的 积分 路 线 了 选 为 中 心 在 原点 ,半径 r> - 
3 | 站 的 一 个 圆周 ， 那 么 ， 对 于 有 上 的 每 个 t， 都 有 


(G21~—L.)-!| 一 Tei 
n=0 
< 
n=0 
_1 
因而 
(8) C27 一 工 )-! 中 cl < 细 < 


尽管 现在 考虑 的 Banach 代 数 4 未 必 是 交换 从 数 ， 但 是 定理 
1.6.3 的 前 一 部 分 计算 仍 可 应 用 于 (8 户 (Ls C:)， 得 出 


cc 


C0) (OP Ls Ca = 守卫 Bc. 


m=1% | 


如 果 我 们 能 够 证 明 ， 了 以 及 每 个 g 《于 (9) ， 都 有 
(10) Bg(L)Y=8(X)Y; 
那么 ， 由 《3 ) 与 《9) 立即 可 得 〈4) 。 而 求证 〈10) 并 不 区 
难 ， 因 为 

~ 1 7 、-1 

By =) Al Lo)-'yda 


1 ol 
Ez ec0os x) -ydh 


”一 去 (2 yy。 四 口 
饶 有 趣味 的 是 ， 为 了 求证 〈4 ) 式 而 选取 的 圆周 积分 路 线 普 
4 入 


的 半径 7>>3 |w 玫 是 完全 必要 的 。 因 为 本 章 悦 题 26 将 给 出 一 个 例 
子 ， 如 果 在 距离 原点 3 上 x | 的 地 方 有 一 个 奇 点 ; 级 数 《4) 可 
能 不 再 收敛 。 这 表明 常数 4: 绝 不 是 仿 然 的 。 
另外 ， 还 可 局 说 《 返 六 十 定理 1.6;8 的 . (2) 的 <- 艇 形式 。 
:因为 ， 如 时 4 是 交换 代数 ，， .将 有 C， =0 这 时 ， 级 数 (4) 就 只 
剩 下 m 二 了 阴 项 : 
1.6.6 定理 4 攻 函 数 定理 “如 果 邢 是 Banach 空间 六 的 二 
个 理子 集 ;: 遥 射 PW2X | :是 违 续 吉 微 的 ; 且 对 每 个 * 《分 来 说 ， 
(DF): 都 是 多 (X) 的 可 逆 元 ， 那么 ， 每 个 点 46 妇 才 有 一 个 名 
也 使 得 . 时 ee i 2 
< £9) 大 在 内 是 -对 一 的 人 
(2) FD) -VX 个 并 ey 站 
(c) FTr 芭 连续 可 微 ， 
， 证 再 的 结 兴 可 以 简略 地 说 成 是 ， 卫 是 二 个 局 部 向 六 问 了 
证 为 了 简化 证 明 过 程 ， 我 们 将 “平移 到 点 实际 上 ， 如 bE 
果 a 《W, T=(DF)。s 又 如 ， 
(1) f(x)=T- 1CF(a+%)— Fo Wa), | 
那么 ，y 满足 题 设 的 各 项 条 件 , 只 是 原来 的 葬 . 换 成 了 琵 一 4。 倘 
车 能 使 各 项 结论 成 立 ，: 则 五 也 将 是 如 此 ， 所 以 ， 无 妨 用 7 代替 
五 。 换 句 话 说 ， 可 以 不 失 一 般 性 而 假定 
(2) 0tW; F(0)=0; (DF)=1. 1 
这 时 ， 只 须 求证 在 原点 处 有 一 个 邻 域 适合 人 人 和 (0)。 
固定 4*，0 达 a 过 1， 定 义 - 
(3) $bX)=X— P(N). (x EW), i 
于 是 (DF)o=0， 又 因 4 在 权 内 是 连续 可 短 的 ,， 所 以 有 中 心 在 大 
点 的 一 个 开 球 BC ， 使 得 %《B 时 ， 有 “ : 


(4) .D9 <a. 
任 取 %/ €B, x €B, 疾 % 二 (1 一 们 x/ 二 以 及 次 
5) GH) =B(X) (0 入 1 委 1)。 


灿 于 w :50， 1) 一 X 是 连续 可 微 的 ， 根据 仇 分 法 的 锋 式 法 划 ， 有 
#5 


DY) 一 A 6 
利用 (4). 式 可 得 由 
(7) AGNIE SAE 上 
注意 %《 李 当然 , 这 里 利用 了 BB 的 是 性 ， 因为 


(8) $x)— $x -ee 人 A 


我 们 可 以 类 《7)- 起 得 知 4 适合 Lipscbhitz 条 人 
“ 首 Bx) bx). | ols 好 一 入 0 
; 由 《37 小 导出 
a | F(X) — F(x ) >(1~a) 1 一 和 | (x’ ,x € BY 
这 痢 涵 户 在 内 是 一 对 一 的 。 还 有 ; 闸 果 GG: E(B >BBGU Ps)Y 
二 x 定义 ， 那 么 ， “(10) 式 鸣 明 G 是 连续 的 
我 们 的 下 一 个 目标 是 求证 F(B) 沪 (1 一 2)B。 
选 定 了 6 (1 一 DB ii 和 和 -优生 9 1 时 存在 这 可 
的 2ry%iys 有 


(11) | YO 1 as a 7 
以 及 i “Ti | ， 
C2) Sf < (iS). 


《这些 条 件 当 过 1 时 是 成 立 的 。 ) 根据 (12) 式 ， 可 得 


(13) ls 1<2 中 六- -1 外 yl 
<a-e)ilyl. 

这 表明 x 《 B， $ 《xn) 存 在 ， 因此 能 够 定义 

(147 TT Wifi=+$ (Xi). i 
将 (4) ， (11) 和 (9) 结合 起 来 ; 就 有 - 

(15》 gan—zs) = | 84) —$ rs) | SA:r — Yn 省; 
(14) 和 (15) 表明 ; 归纳 假设 当 关 被 6 十 1 殖 换 时 仍然 成 立 ， 并 
且 这 个 过 程 能 够 继续 进行 ， 从 而 产生 一 个 序列 .{xaj 对 于 所 有 的 
nn ，. (14》 和 : 《12》 都 成 立 。 由 于 a 过 1， 根 据 `(12) : 式 可 知 {xs》 
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是 一 个 Cauchy 序 列 ， 而 ( 雪 ) 式 将 保证 谈 摩 列 能 收 张 了 沫 个 €B.! 
,最 后 ，〈11》 和 (3 ) 蕴 涵 F(x) =y. | | 
联 Ve (lB, U=G (V) = =BnF-:dr , 那么 , 结论 
| 《Q) 和 《8) 均 已 成 立 得 的 工作 是 ， 求 证 G 在 了 内 连续 可 
微 
~ 设 y《V， y+h《V， RFE0 一 60%, x+ 一 G(y+ 有 局 ; 记 
S=(DF)。 这 时 
G(y+)— GO 一 S-t 庆 二 有 一 S- 志 
SS 一 有 
= S-iCF+D FW SAH. . 
根据 (10， ， 有 《1 一 &) 1a <*， 国 而 


F(X+h) Fw%) 
~ (ia) Ts] 
并 且 ， 0 弟 池 hy 既然 5= DP» 那么 ， 二 述 不 竺 并 
明 S FF (五 GO) 换 甸 话说 好 
(16) (DO) ,= LDF) G0 : Cy EVD), | 
由 于 G 将 了 -连续 地 肌 人 有 静 ( 人 ) 内; 又 因为 过 用 和 在 8 (内 是 过 
续 的 . (定理 1.4.2)， 所 以 (16) 才 国 Zi(DG)5 二 蕊 下 
多 (XX) 内 的 一 个 连续 映射 1 -0 
1.6.7 定理 如 果 4 是 交换 Banach 代数 ， 开 全 8CO; 
x Aos 还 有 某 个 7《 互 (9) 的 导数 六 在 ot%) 卡 没有 零点 ， 那 么 ， 
* 将 有 一 个 邻 域 UC4o 使 得 f 在 UU 上 的 妆 人 制 是 二 个 琉 分 同 征 ， 其 
值 域 是 4 的 一个 开 子 集 。 … ，“: 
证 : 报 据 定理 1.5.4 的 ce) , 产 (0 在 A 内 可 北 ， 硝 利 报 定 对 
1.6, 3 即 可 得 知 (D 放 :在 绍 (4) 内 可 逆 . 由 于 y > (D 了 ,连续 地 将 
28 映 入 罗 (4) ,又 因为 绍 (4) 的 可 逆 元 构成 一 个 开 集 ， 所 以 % 有 一 
个 邻 域 ,，(D 衣 )， 在 这 个 邻 城内 可 洲 ， 然后 ， 应 用 定理 1.6.6 就 可 
证 得 本 定理 。 . . 0 


C4 


一 S»| ， 


二 SS 


一 ”也 许 有 的 读者 普 纸 期 望 过 这 料 的 闫 采 ， 只 朗 产 下 (9) 在 内 
移 任 一 分 支 内 都 不 是 常数 值 ， 了 就 是 4 到 汝 内 的 二 个 开 觅 射 * 屠 
: 么 ， 必 须 指出 ， 这 个 命题 不 能 成 立 ; 本章 习 通 17 将 给 是 二 个 实例 . 
定理 1.6.7 仅仅 证 明了 六 广 在 《5 硼 :为 柯 进 宛 的 w 点 租 近 于是 开 
映射 。 

刀 在 “( 轨 上 没有 零乱 这 = 很 设 ) 意味 着 在 业 个 包含 了 ce 
的 开 集 上 /是 局 部 一 对 一 的 。 后 面 的 定理 1 . 6 .9 将 要 指 首 ， 如 
果 不 曾 假定 4 是 交换 代数 ,部 辫 ， 这 种 局 部 条 件 将 不 蕴涵 /在 x* 
为 开 映射 。 然 而 ， 一 个 类 似 的 整体 定理 (定理 1， 6 . 8 )〉 却 被 弄 
请 楚 是 真实 的 。 

1.6.8 定理 如 果 4 是 Baiacb 代 数 ， 开 集 gCC，, fH); 
并 且 / 在 9 内 是 一 对 一 的 ， 那 么 ; 了 是 45 刘 Ajo、 上 的 一 个 微分 
司 肥 ， 

证 设 g;/ (9)-98 是 1 的 反 函 数 , 由 于 go 与 /og8 分 别 是 在 2 
内 和 在 (9) 内 的 全 等 映射 ， 从 定理 1，5 . 7 可 知 Eo 7 是 ho 内 的 
， 便 等 映 射 ， 因 而 是 一 对 一 的; 文 知 768 是 Ajio) 催 的 便 等 映射 ; 
所 以 Aico)y 是 了 的 值 域 。 既然 / 及 其 反 函 数 # 都 大连 续 可 微 的 《定理 
1.6.5)， 那 么 ， 定 理 已 经 得 证 。 口 

.1,6.9 定理 如 人 果 4= 绍 (XX)， 其 中 的 区 是 dimX 区 的 复 
Banach 空 间 ， 开 集 46CC，J {tH(8)， 又 设 在 9 内 并 非 一 对 一 
的 ， 那 么 ， 某 个 Tt 4o 将 有 一 个 这 样 的 邻 域 术 ， 7 CD 不 能 包含 
f (7o) 的 邻 域 ， - 

因而 ， 7 在 了, 不 是 开 映 身 ， 1 

证 ”按照 题 设 ; 9 内 至 少 有 两 个 点 oh 的 对 谢 值 fm) 与 
了 (8) 相等， 即 /(c) = (8)=6, 设立 是 筷 的 一 个 亲子 空 疝 ; 余 
维 数 为 I， 选取 ,Xa 《zi 闫 0 (i==1,2)， 县 使 好 在 内 而 
和 不 在 了 内 。- 然后 定义 T。《 A 如 下 ， i 
-1) TNi= Avy . Toy= -By 于 ye 

如 果 1 尖 & 且 2 关 B， 可 以 用 .0 二 0)"! 绿 加 和 (1 一 B)~ 乖 
来 定义 QI 一 区-'。 这 时 oCT0) ={a,B}， 且 To 《 4o。 志 定理 1 
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5.11 的 〈4) 得 到 3 
(2) fT)=0l. . 
置 加 = 入 十 a2， 设 邓 是 由 xs 所 上 成 的 入 的 一 维 予 空间 ， 再 设 
3 是 从 Tox; 到 MM 的 距离 .可 以 肯定 3 之 0， 这 是 因为 Toxs== ax + BX2, 
又 xa 天 8。 设 2o 为 9 的 含有 < 的 和 含有 8 的 分 支 的 开 集 (这 样 的 分 
支 有 一 个 或 两 个 ) 。 然 后 作 了 7。 的 一 个 邻 域 口 ， 它 所 包含 的 T《 4 均 
满足 条 件 i 
( 3) 【区 一 -7, ll < 以 及 oD) Co. 


我 们 将 要 求证 / C7) 不 包含 CT。 + ?5， 其 中 ?0， 加 SA 
定义 为 
(4) SXi 一 Mag Sy= 0 于 ytY, 
证 明 的 方法 是 指出 内 在 的 矛 盾 ， 设 (DC9u， ? 关 0， 并 上 且 
(5) f= 了 0) +37S= 坟 +35。 
这 了 时， 将 有 
(6) f(T) %= (c+ 97) Xs FD) y= =0y 于 y EY,. oo 
因此 c+7 是 f(T) 的 一 个 特征 值 ， 相 应 的 特征 空间 为 MM。 由 于 太一 
(c+7) 在 < 和 B 上 均 不 等 于 零 , 它 在 2 -的 任 二 分 支 内 也 就 不 会 恒 
等 于 零 ， 根据 定理 1.5.11 的 《c)， 这 时 工 应 当 有 一 个 特征 值 7 使 
f (7) =c+?。 该 定理 的 《a)》 还 告诉 我 们 ， 相 应 的 特征 室 间 位 和 
MH 之 内 ， 既 然 dimM = 二 1， 那 么 、 这 个 特征 空间 将 4 相等 。 因此 
Tx € M. 按照 当初 选取 3 的 方法 ，: 应 当 有 i 
(7) < Tx~Txsl L771 | xs i 
这 将 与 《 3》 抵触， 所 以 T 不 在 0 内.” “如 
1.6.10 指数 函数 
一 时 在 定义 1.3 .1 中 ， 作为 向 量 级 数 最 旭 要 的 例子 ， af 
经 定义 指教 上 数 
Xe 
exp(%) -人 


它 有 一 些 简单 的 性 质 ， 如 
8 


le ta pH pe or me 


《1) exp(0) 一 6 
了 入 及 ， 对 于 两 个 可 交换 元 xz，?y， 即 有 xy= yx 时 ， 它 遵从 下 列 旋 
销 方 程 
(2) ~ exp(x%+y) =exp(x)expy), | 
” 现在， 我 们 将 前 面 所 得 到 的 一 些 结 果 具体 应 用 到 指数 函数 
上 ， 以 揭示 出 它 的 车 十 更 深刻 的 性 质 . 
(ea) 如 果 c(%) 不 包含 两 个 点 之 间 的 差 是 2 的 整数 们 的 那些 
点 ， 那 么 ，o ( 幻 的 紧 性 表明 在 某 个 开 集 22 二 (2 内 exp 是 一 对 一 
移 ， 因 此 根据 定理 1.6 .38 可 知 ， exP 是 从 %* 的 邻 域 4o 到 4 内 的 
一 个 微分 司 胚 ， 加 
(2) 由 定义 1.5， 3 的 《2) 式 ， 可 以 直接 验证 
e xp (%) 一 exp (xX) 。 
然后 利用 定理 1;6 .5 的 (4) ,以 及 /CD =exzp(1 恒 有 /0" 
了 (mm 之 1)， 就 能 得 到 exp 在 点 处 的 Fréchet 导 数 是 
(Dexp) := Exp (%) 中 (Ca) 9 
其 中 的 中 是 整 函数 


可 9() = -xB -1 


的 和 点 是 2hri， p41 土 2,"……。 如 果 它 们 都 不 曾 落 在 
a(C.) 内 ， 部 么 ， 根 据 谱 映 射 定理 , 中 (C,) 是 可 逆 的 ,于 是 
(Dexp)x 也 可 赣 : 从 而 在 邻近 x 点 处 ，exp 将 是 微分 同 胚 。 

(c) 下 一 章 我 们 就 要 讲 到 

oC) Ca(x) 一 oO 

《定理 2.4.3) 。 这 提供 了 在 上 述 (a) 与 (6) 之 间 的 一 个 环 
节 。 
“(4d)》 如 果 4 是 交换 代数 ， 那么 ， 对 和 干 如 个 x《4 来 说 ， 
《Dexp) % 都 是 可 逆 的 ， 因 为 它 只 是 简单 地 以 exp(x) 去 匀 4 的 一 
个 可 逆 元 (定理 1.6.3 的 《2))， 因 而 exp 是 一 个 局 部 同 胚 ， 正 如 
读者 所 熟知 的 4=C 的 情况 一 样 ， 但 是 ， 如 果 像 在 定理 1.,6.9 
新 说 的 那样 ，4== 络 (X)， 那 么 ，exP 将 不 是 4 到 4 内 的 一 个 开 
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映射 。 
1.7 可 雍 元 悦 
1.7.1 引言 
这 一 节 ， 我 们 将 研究 由 Banach 代数 A 的 爹 体 可 逆 元 构成 的 
乘法 群 G=G(4) 的 构造 
用 C 表 示 G 的 含有 单位 元 e 的 那个 分 支 按照 分 支 的 定义 ，. 
C: 是 C 的 所 有 含有 2 的 子 集 的 并 集 ， 有 了 时 ,G1 称 为 G 的 主 分 支 . 
由 1.6.10 的 (2》 式 可 以 表 定 广汉 这 E- 人 exp(%): - 必 有 可 
逆 元 exp( 一 x) ， 因 此 ， 群 6 包 含 了 指数 函数 的 值 堪 i 
exp(4) = {exp (%): %€ A}s : 
也 就 是 说 ， 便 有 
: exp(A)CG. . 
此 外 ， 由 于 在 G 和 的 生计 玉英 进 运 和 都 时， G 是 一 个 
拓扑 群 。 
1.7.2 定理 如 加 G 二 .G0 是 Bearaoh 代数 4 的 可 六 元 攻 ;， 
Gi 是 G 的 主 分 支 ， 那 公 ， . 
(a) Gi 是 G 的 一 个 开 的 正规 子 群 ; 
(5) Gi 是 由 exp (4) 生 成 的 群 ，- . 四 
(ce) 著 4 加 强 条 件 为 交换 代数 ， 则 有 Gexp00 
证 (4) 定理 1.4.2 表 朋 ， 短 个 wtGi 都 是 二 个 开 球 UCG 的 
.中 心 。 由 于 7 与 Gi 相交 ， 0 又 是 连通 的 ， 艾 " cen 因此 人 是 开 
集 。 
如 果 x€ Gi， 那么 x-'G1 是 6 的 一 个 连通 子 集 ， 它 含有 和 -ts 
六 此 每 个 xze G, 都 使 z-IGICC。 这 表明 C, 是 G 的 下 个 子 生 :此 
外 ， 对 于 每 个 y6k Gi 来 说 ，y-!:G,? 都 同 豚 于 C,， 因 而 是 连通 的 ， 
并 含有 e 。 于 是 y-'CYCCis 由 代数 蔡 可 知 ， 这 样 的 G， 是 6 的 一 
个 正规 子 群 。 
(5) 设 六 为 由 exp(4) 生成 的 群 。 用 Eo (n=1,2%:) 表示 和 由 


对 


nn 


exp(4) 的 % 个 元 作出 的 乘积 的 全 体 记 构 成 的 集合。 由 于 每 当 
yeEexp(4) 时 都 有 y-'& exp(4) 。 所 以 7 是 诸 集 已 。 的 并 集 。 因 
为 任意 两 个 连通 集 的 积 集 仍 是 连通 集 ， 应 用 归纳 法 即 可 证 明 每 个 
五 都 是 连通 集 。 婚 然 每 个 已 均 含 有 e ， 那 么 ，EsCG:!。 因 此 是 
CGI 的 一 个 子 群 。 _ 

'…,: 接 下 来 ， 注 意 到 exp(4) 有 非 空 的 内 部 ， 相 对 于 G， 因 此 了 也 
有 非 空 的 内 部 ， 相 对 于 G 。 既 然 7 是 一 个 群 ， 又 因为 乘 以 任何 
x&《 CG 的 乘法 都 是 一 个 从 C 到 EC 上 的 同 胚 ， 所 以 大 是 开 集 。 

于 是 , 工 在 Gi 内 的 各 个 陪 集 以 及 这 些 陪 集 的 任何 并 集 全 都 是 
开 集 。 然 而 ， 三 也 可 视 为 它 的 诸 陪 集 的 并 集 的 余 集 ， 这 样 ， 了 又 
将 是 闭 集 ， 相 对 于 Ci。、 

由 于 本 是 G1 内 的 一 个 既 开 又 闭 的 子 集 ,- Gi 又 是 连通 的 ， 因此 
六 一 Cl。 

(c》 在 前 面 讨论 指 数 函数 时 已 经 指出 ， 和 如果 4 是 交换 代数 ， 
删 对 于 任何 % ye 4，exp 都 满足 泛 函 与 程 

exp(X+y) =exp (x)exp(y). 
这 表明 exp (人 D 是 一 个 群 。 但 是 ，(8) 中 又 已 证 明 Gi 是 由 exp(A) 
生成 的 群 ， 也 就 是 说 ，G1 是 含有 exp (4) 的 最 小 子 群 ， 因 此 ， 必 
定 是 G1 二 exp (A)。 品 

1.7.3 定理 如 果 G=G(4) 是 交换 Banach 代数 的 可 过 
元 群 ,C, 是 G 的 主 分 支 ， 那 么 

(0 当 XeEG 并 且 有 某 个 在 整数 多 使 Xx*& G 时 ， 必 定 X6E G1 

(2 商 群 C/G 不 包含 有 限 险 的 元 ， 除 非 是 单位 元 . 

.证 (4) 根据 题 设 ， 由 定理 1,7.2 的 (c) 可 知 ， 有 某 个 &E4 
使 如 一 exp(i) 。 记 ?一 exp(0 10) 以 及 z 一 %y 1， 由 于 y EG1:， 下 
面 只 须 求证 ze Ch 

4 的 交换 性 表明 

?一 和 72 一 CXP(CJeXxP( 一 人 一 6。 
置 1 0) =2z 一 (2 一 1)e， 并 设 
E={1€C:f0) €G}, 


52 


如 果 ce ao( 蕉 > Ma € os a6) = {1}. 当 古 E 肝 ,将 油 此 得 
出 QCD"= 如 这 个 方程 在 C 内 只 有 :7 一 + 个 解 : :因而 五 是 C 内 
的 连通 集 ， 相 应 地 /(E) 必然 是 G 的 一 个 连通 邓 集 ; 它 含 有 / (0) 
二 。。 所 以 (E) CG1。 作 为 特 款 ,z= (1》 Gi 

(5) 如 果 商 群 G/G1 含 有 一 个 % 阶 元 4aG1， 那 笋 ;有 《aG0)” 
二 eG!， 亦 即 4"G1 二 eG1。 这 时 须 如 G1; “但 由 (4) 知 将 有 4 站 Gil。 
于 是 aG1 =G1=eG1。 换 名 话说， 所 设 的 n 阶 元 aGi 必定 是 单位 
人 本 i 


- 以 下 各 题 中 用 到 符号 4 时 ， 如 果 没有 其 它 的 说 明 ， 总 是 表示 
一 人 Peach 人 才 < 
, 设 x 《4, y《4 | 
. 机 如 果 %* 与 4y 都 是 4 内 的 可 逆 元 ， 试 还 是 可 六 元 . 
“(8) 如果 2y 与 J% 都 是 4 内 的 可 逆 元 ， ` 试 证 x 与 》 在 4 内 可 
逆 。〔 可 交换 的 特 款 曾经 在 定理 1,4.3 与 定理 1.5， 4 的 求证 过 程 中 
用 到 ， 但 未 曾 说 明 , ) . 
(ce) 说 明 可 能 有 %y= e 入 yz。 i 
例如 ， 考 虚 左 、 右 移 位 子 Si 与 Ss: 在 由 非 负 整 数 集 上 的 函数 
f 组 成 的 Banach 空 间 内 定义 的 四 
0 于 % 一 0， 
soo-| 、 
fn—1) 于 >.13， 
(SL) WW=fnt+1) 于 n>0., 
(4) 如 果 ZI 一 “天 7 试 证 yx 是 非 平凡 的 震 等 元 . 
© 如 果 dim4 之 os， 试 证 ; 只 要 y= ， 就 有 y= 6 
设 x€ 4,“y 《4。 四 
四 试 证 ; - 妇 蘑 z 一 5 可 道 ， 则 < 一 3% 也 可 逆 。 
《提示 记 (6 一 xy)-"! 二 xz， 然后 考 虚 6+ y2%.) 
. (5) 如 果 A4《C，4 隆 0， 对 4《olxy)，; 试 证 《a(yD。 然 
后 说 明 有 这 样 的 实例 ，o(%》) 含 有 0， 而 re (yD) 不 含有 9。 
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(c》. 试 证 ， 当 x 为 可 道 元 时 ， 恒 有 sw(%37) 二 oYX)。 
3 。 设 4 为 交换 Banach 代 数 ，x 4 不 是 可 递 元。 定义 
S={xy:y € 4}, 
试 证 ， (4)S 天 923 
(6) ce €S, i 
(c). S 是 4 的 一 个 线性 子 空间 ， 
3 人 车 z《 4，s《S， 则 有 zs 《 S。 
. 设 开 集 4CC， f: 2—>A 和 $$; 2 一 >C 是 全 纯 了 映射 试 证 
1$: 2 4 是 全 统 届 和 (在 求证 定理 1.4.3 的 过 程 中 曾经 用 到 
+ 4* 的 特 款 。). 
定理 “0%) 绝 不 会 是 空 集 ” 的 另 二 种 证 明 方法 基于 定理 
1.3。 5 以 及 1->ec 有 时 (4e 一 2 一 0 的 事实 。 试 详 述 
和 
。 推 广 在 求证 定理 1.4， 3 的 过 程 中 所 得 到 的 (5 ) 式 。 即 ， 
RE 可 
R= (~—D) "Re (n> 1 )， 
7 。 如 时 每 个 非 堆 元素 x 6 A 都 有 对 应 的 y《 4 使 得 2y 一 。， 
那么 ，4 等 距 同 构 于 C， 试 证 之 . 
8 。 如 果 对 于 x《 A 来 说 ， 在 4 内 有 这 样 一 个 序列 {ys}， 它 满 
是 条 件 
| y=1; 
limxy" 一 0 一 上 入 


那么 ，“ 称 为 拓扑 坎 因 子 。 

(a) 试 证 可 逆 元 群 G(4) 的 每 个 边界 点 % 都 是 一 个 拓 扑 零 因 
子 。《〈 提 示 :， 取 因 一 ao 1 2 ， 其 中 x 于 x。)》 

(6) 试问 哪些 Banach 代 数 设 有 非 零 的 拓扑 零 因 子 ? 

9。 取 K={4《C:1 志 Mt 三 2}, 奸 (2) =1。 设 4 为 含 
有 1 和 了 的 C(K) 的 最 小 亲子 代数 ， 再 设 B 为 含有 J 和 1/f 的 
心 (K) 的 最 让 半 学 我 数 。 
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试 描述 有 4( 有 让) 与 0 (7)。 

当 友 为 一 个 圆 时 ， 作 同样 的 讨论 。 

10。 试 证 ， 对 于 一 切 x 《 4， 

(a) 存在 一 个 常数 c> 0 使 得 cx 上 ?三 上 * 届 :， 当 县 仅 当 存 
在 一 个 常数 4 二 0 使 得 4 上 x] 志 办 (成立; i 

2) x := 上 x 上 成立 ， 当 且 仅 当 站 2 二 7 (X) 成 立 。 

11。 任 给 x%, y《 4， 如 果 有 一 个 常数 M 《取决 于 * 与 》) ,使 得 

exp Cx) "yrexp(— 7%) <M 

对 于 一 切 1k C 成 立 ， 那么 xy 一 YU。 试 证 之 

12。 如 果 存在 一 个 常数 c>> 0 使 得 c x | :< ‖ 2 1 对 于 F- 切 
x《 4 成 立 ， 那 么 4 是 交换 代数 。 试 证 之 . : 

13。 试 证 ， 对 于 一 切 x 《 4， 如 果 】x 上 ?= 如 都 能 成 立 ， 
那么 % 之 1 时 上 x 有 ?= 目 开 于 也 必定 成 立 ， 。. 

14。 设 向 量 值 函数 x: Ca, 8 一 E，[a， 9 是 实数 轴 上 的 一 个 
区 间 ，E 是 一 个 Banach 空 间 ， 试 证 ;， . 

(4) 如 果 *(t) 在 [ai 6 上 可 微 ， 那么 微 分 法 的 链 式 法 则 成 
Y; 

(b) 各 果 ( 在 [ae BJ 上 可 积 ， 那么 微 积分 基本 定理 成 立 ， 

(提示 ， 可 先 证 “对 于 任何 f 《4， 恒 有 Cf/%(2)7 = Jf*’ (1)”,) 

15。 试 详细 证 明 求证 定理 1.6,5 时 曾经 用 到 的 (6) 或 


lim(ae— %) ”1 一 (46 一 %) 


是 在 让 上 一 至 收 人 7 
16。 设 天 是 一 个 正 整数 ，ow 一 exp(2r2/4)， 又 太 4 一 4 定义 
为 /Cw) 一 x7。 有 
(4a) 如果 加 《 4 满足 条 件 + 
ox) or x) = ,nls kl 
试 证 在 zo 的 某 个 邻 域内 7 了 是 一 个 微分 则 胚 。 
(8) 当 4 为 交换 代数 且 史 在 4 内 可 逆 时 ，， 试 证 有 与 (a) 相同 
的 结论 。 
17。 设 A4 是 全 体形 en。 四 
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(, 
,| 
的 矩 隆 作成 的 代数 ， 其 中 a, 8 《CC 

试 证 < [+ | 8 | 为 4 上 的 一 个 Banach 代 数 范 数 。 

定义 (%) =x? (56.4 ， 求 出 /1( 人 4. 试问/ (4 在 4 内 是 否 
为 开 集 ? 了 是否 为 开 映 射 ? 

18。 试 证 : 每 个 有 单位 元 e 的 二 维 复 代数 4， -或 是 按照 坐标 
的 加 法 和 乘法 同 构 于 Cz， 或 是 同 构 于 习题 17 中 所 措 述 的 矩阵 代 
数 。 提示， 这 两 种 情况 ， 一 是 存 在 * 天 士 “而 好 = e， 另 一 种 
则 是 存在 x 了 0 而 ** 二 0 ， 证 明 必 有 其 中 之 一 发 生 。》 

试 证 有 三 维 的 非 交 换 Banach 代 数 存在 。 

19。 求 证 关系 式 四 

_ exp(Ca) 一 eKP(Re)exp( 一 Za)， 
然后 利用 它 去 推 证 公式 | 
exP( 一 2) yexp(x) =[exp(C)), 
对 于 任何 Banach 代 数 4 中 的 元 素 *, y 都 是 正确 的 ， 

20。 设 A 二 CCT) 是 在 单位 加 上 的 全 体 复 连 续 秀 数 作成 的 代 
数 ， 赋予 上 确 界 范 数 ， 

试 证 C(7)7 的 两 个 可 逆 元 是 在 Ci 的 同一 陪 集 之 中 ， 当 且 仅 当 
它们 是 工 到 由 全 体 非 零 复 数 作 成 的 集 合 的 同和 伦 映射 。 由 此 推断 
G/G1 同 构 寺 整 数 的 加 法 群 。 

21。 设 4=M(R) 是 §1.1.4 的 例 7 中 所 说 的 实数 轴 上 爹 体 
复 Bore] 测 度 作成 的 卷 积 代数 。 试 证 G/G1 为 不 可 列 集 ， 

求证 本 题 的 思路 大 致 为 ， 如 果 a《 R， 设 5。 为 集中 于 a 的 单 
位 质量 。 设 5。 G1,。 这 时 ， 有 某 个 /二 6 M(R) 使 $8。=exp(4o)， 
因而 对 于 一 oo<to0, 有 . 1 


一 iat = pL) + 2kxs, 


其 中 的 并 是 一 个 整数 。 由 于 4. 是 有 界 函 数 ， 故 & = 0 。 于 是 ，pr 
是 G1 内 仅 有 的 8:。 因 此 Gi 在 G 内 的 陪 集 没有 哪 一 个 能 够 包含 一 个 
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以 上 的 3。。 读 者 可 补足 证 明 的 细节 。 

22。， 设 及 为 复 Banach 空 间 ， 开 集 6CC，a 是 9 的 一 个 孤立 
边界 点 ，f :9 一 X 是 2 内 的 一 个 全 纯 X 一 值 函数 ，% 是 一 个 非 负 
整数 ， 又 当 1->a 时 

la—al*) fCa) 1 
有 界 。 这 时 就 说 /在 a 有 一 个 极点 ( 阶 志 %)。 

(a) 假定 x 《A4， 又 (Xe 一 x)-! 在 o(%) 的 每 个 点 都 有 一 个 极点 
《读者 注意 ， 这 种 情况 只 有 当 o(x) 为 有 限 集 时 才 可 能 发 生 。》 试 
钙 有 一 个 非 平凡 的 多 项 式 P 使 P(x) =0， 

《及 作为 (a) 的 特 款 ， 假 定 ol*)={0},， 又 (ie 一 *)-! 在 0 
有 一 个 % 阶 极点 ， 试 证 x”== 0 。 

23， 设 Sz 为 作用 于 ?上 的 右 移 位 子 ， 在 习题 1 中 已 经 给 出 其 
定义 。 再 设 {cs} 是 一 个 复数 序列 ， 其 中 的 co 天 0， 但 xco 时 

0 。 现 在 定义 对 6 到 (9) 为 

(Mf)(n) 一 ca (1) 《12>.0 )， 
以 及 T《 妇 (13) 为 
T=MSg, 

Ca) 计算 上 7T* 有 有，m=1,2,3"。 

(2) 证 明 o(T) ={0}。 

(c) 证 明 T 没 有 特征 值 。 因 此 它 的 点 谱 是 空 集 ， 尽 管 它 的 谱 
仅 含有 一 个 点 。 

(4) 证 明 (17 一 人 )-: 在 0 没有 极点 .“ 

(e) 证 明了 是 一 个 紧 算 子 。 

24， 设 x 《A4，xs《 4， 又 limxs = 二 x; 开 集 8CC 含 有 o(%) 的 
一 个 分 支 。 试 证 当 冯 足够 大 时 ， 所 有 的 (xu) 均 与 9 相交 。 

《提示 ， 如 果 s (x) 己 8U 98， 其 中 的 ,是 一 个 与 如 不 相交 的 
开 集 ， 考 虐 函 数 /， 在 9 内 取 值 1， 在 42。 内 取 值 0， . 

25。 设 Ca 为 [0 上 的 全 休 实 过 纺 了 六 作成 的 代 玫 ， 赋予 上 确 
界 范 数 。 除 了 纯 量 仅 取 实 痢 值 以 外 ，Cz 将 具备 作为 Banach 代数 
所 需 的 全 部 条 件 。 ， 
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(a) 如 果 $1) -| J (Dat, 那么 0) 一 1 当 / 为 Cx 肉 


的 可 逆 元 时 5(/) 头 0， 但 是 6 不 是 乘 革 的 ， 

(6) 如 果 在 Ca 内 与 引言 1.7.I 则 样 定义 G 和 Ci， 试 证 G/G， 为 2 
阶 群 ， 

因此 对 于 实 Banach 代 数 来 说 ， 定 理 1.2.5 不 能 成立， 定理 
1.7.3 的 《5》 也 不 能 成 立 。 读者 可 以 党 试 对 实 Banach 代数 求证 
后 一 个 定理 ， 以 便 看 出 将 要 在 哪 一 步 失 败 ， ，. 

26。 设 4 为 全 体 复 2 x2 秆 阵 作成 的 代数 ,将 4 视 为 多 (C?)， 
其 中 的 C: 赋予 范 数 上 (a， 9) 1 一 x1+181 《这 冬 也 就 就 确定 了 
4 上 的 范 数 ) ， 选 定 x6 为、 ，，，， 


1 0 9 
i 
0 -1 


《a) 求 出 上 % | ，zkxz) 与 r(CoD) 
(8) 如果 1 《CE 了 关 1， 又 1 (=1/ (一 08 部 和 
f(y) = (te— yy)- -i (y€4, 1€ 0) 
计算 (D 让 5 求证 于 (nl1)- Fm (%) C3-: 收 仇 ， . 当 且 仅 当 
1|>>2 和 |i+1|>2，。 
提示 (5)》 的 部 分 答案 为 - 
_ ( i wes) 
(Df)s 一 上 
C d ce/ (下 一 1) CA 二 1) 

27. 如 果 将 评注 1.1.2 中 所 说 的 添加 单位 元 的 过 程 施行 于 -- 
个 已 经 有 了 单位 元 的 代数 ， 将 会 出 现 具有 二 个 单位 元 的 代数 吗 ? 
试 作 解 释 ， 

28。 试 证 xy 与 yx 恒 有 相同 的 谱 半径 ， 
(提示 ，(xXy)2” 一 X(7MN) 17)。 
29。 设 x《 4， 又 有 某 个 正 整 数 % 使 x? 二 。。 试 证 x 《G1 并 
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且 和 劣 


让 能 否 将 题 设 zo= e 换 为 更 一 般 的 条 件 。 
30， 设 js4 是 一 个 非 平凡 的 宕 等 元 。 定 义 
已 =7J47 = 人 7xX7:X《5 A}, 


(4) 试 证 B 是 一 个 Banach 代 数 ， 其 单元 为 了 . 


(5) 讨论 vs(%) 与 4(x%) 的 关系 。 


§F 


第 2 章 交换 Banach 代 数 


这 一 章 主 要 是 论述 交换 Banach 代 数 的 Texbpqaan 理论 ， 虽 
然 这 个 理论 的 某 些 成 昌 能 够 应 用 到 非 交 换代 数 上 和 去。 第 1 章 的 术 
语 将 继续 使 用 ， 我 们 说 到 的 Banach 代数 都 有 单位 元 ， 纯 量 域 是 
《5 而且, 如果 所 讨论 的 问题 涉及 的 Banach 代 数 是 交换 代数 时 ， 
仍 须 特别 声明 ， 否 则 将 不 认为 它 有 交换 性 。 


2.1 理想 与 同 态 


2.1.1 定义 
理想 如 果 Banach 代数 4 的 一 个 子 空间 / 能 够 使 得 各 个 
%《 A 都 有 
«x]={xy:y€ TH EJ], 
X= {yx:y € TH 
那么 ，7 称 为 4 的 一 个 理想 。 
每 个 Banach 代 数 4 至 少 有 两 个 理想 ， 即 4 本 身 与 {0 }， 分 别 
称 为 单位 理想 与 零 理 想 。 
如 果 7 尖 4，J 将 称 为 4 的 一 个 真理 想 。 4 的 一 个 真理 想 如 
不 能 含 于 另 一 更 大 的 真理 想 之 中 ， 则 称 之 为 4 的 一 个 极 大 理想 。 
同 态 的 定义 已 见于 $1.2.1。 当 时 我 们 普 经 指出 ， 复 同 态 乃 
是 一 个 线性 泛 函 。 其实，Banach 代 数 内 的 所 有 的 同 态 都 相当 于 
Banach 空 间 内 的 线性 远东。 读者 将 要 从 本 章 的 内 容 进一步 认识 
到 这 一 点 ， 
核 从 Banach 代 数 4 到 另 一 Banach 代 数 B 内 的 一 个 同志 $， 
A 一 BB 中 的 零 空间 
{x € A:$(x)= 0} 


加 
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称 为 同 态 4 的 核 。 

- 注意 到 5 的 线性 ， 它 的 核 确实 是 4 的 一 个 子 空间 ， -如果 和 * 展 
于 $ 的 核 ,y《 4 那么 6 (Xx) 二 p(X%)$(y) = 二 0e8(y) 二 0， 这 表明 
x7 属 于 % 的 核 : 同样 可 知 yx 也 属于 % 的 核 。 因 此 ， 同 态 4 的 核 必 
定 是 代数 4 内 的 一 个 理想 。 如 果 4 连 续 ， 它 还 是 一 个 闵 理想 

2.1.2 定理 ”关于 Banach 代 数 4 的 理想 ，、 有 以 下 事实 ， . 

(&a) 任何 真理 想 都 不 能 含有 可 逆 元 ; 

(5) 任何 真理 想 在 4 内 都 不 是 稠密 的 ; 

(2) 任 一 理想 J 的 闵 包 7 也 是 一 个 理想 ! 

(4) 每 个 极 大 理想 都 是 闭 集 ， . 

(e) 每 个 真理 想 都 包含 在 4 的 一 个 极 大 理想 之 中 ， 

证 (a) 如 果 理 想 / 含有 一 个 可 逆 元 , 则 将 导致 单位 元 e《 .1， 
最 后 有 4CTJ。 这 与 题 设 .7 是 真理 想 相抵 触 。 

(2)》 现在 已 知 ， 可 逆 元 群 位 于 各 个 真理 想 的 补 集 之 中 ， 而 可 
逆 元 群 又 是 开 集 ， 所 以 ， 任何 真理 想 在 4 内 都 不 是 稠密 的 ， 

(ce) 由 Banach 代 数 中 乘法 的 连续 性 可 证 ， | 

(4) 考虑 4 内 任 一 极 大 理想 M， 由 于 M 在 4 内 不 是 稠密 的 ， 
所 以 闲 包 朱 仍 是 一 个 包含 了 太 的 真理 想 。 再 由 对 的 极 大 性 就 得 出 
M=M., 

(e) 任 取 A 的 一 个 真理 想 J]。 设 多 是 4 的 所 有 包含 了 的 那些 真 
理想 作成 的 类 .在 多 内 按照 集合 包含 关系 定义 半 序 。 如果 儿 是 多 
的 一 个 全 序 子 类 ， 那么 ， 7 显然 是 一 个 理想 ， 而 县 是 不 含有 可 


逆 元 的 真理 想 .因此 这 个 并 集 就 是 儿 的 一 个 上 界 . 根 据 Zorn 引 理 ， 
2 有 极 大 元 存在 。 - 四 口 
2.1.3 商 空 间 . 商 映射 ' 商 范 数 ， 
设 六 为 向 量 空间 瑟 的 一 个 子 空间 。 对 每 个 wx《 外 ， 定 义 
(x)=%+tN={r+y:y CN}, 
上 述 障 集 的 全 体 将 构成 一 个 向 量 空 间 ， 记 作 XV/N， 称 为 夺 关于 
模 六 的 商 空 间 ， 其 中 的 加 法 与 数量 乘法 定义 为 
(1) x(x) +A(y) = YY CCXN) 一 下 (CCX) 。 


易 知 X/N 的 零 元 是 rz(0) 二 入 。 由 此 可 以 证 明 ,(%》 二 (x 人 

当 且 仅 当 x 一 % 《入 。 并且， 当 z 一 六 时 ，xz(2) 一 0 一 人。 
此 外 :如果 z (x) 二 zx (%' ) 成 并 六 将 有 

《2) CT(X) 一 GT(% 7 
如 果 关 (2 一 并 ( ) 与 r(2) 一 到 (7 ) 同 时 成 立 ， 将 有 
(3) an(X)+ATV) = (x Fn(y ), 
因此 ，( 1 ) 所 定义 的 * 是 从 及 到 XX/N 上 的 一 个 线性 映射 
通常 称 之 为 商 映 射 ， 其 零 空 间 为 NN， 
如 果 尽 不仅 是 一 个 向 量 空 间 、 而 县 还 是 一 个 交换 代数 ，N 是 
及 的 一 个 真理 想 ， 那 么 ， 由 x' 一 x* 《NN 与 y 一 y《 以 及 恒等式 
(4) XV XV=W Hy +r(y ~—y) 
可 和 nx yxy€N, 这 时 又 可 以 在 X/N 中 合理 地 定义 乘法 
(5) XX) TV) =A(XY) (x%, YY(CX)。 : 

不 难 验证 匀 / 入 是 一 个 代数 ，z 是 从 入 到 XX/N 上 的 一 个 同 态 ， 其 核 

即 为 N。 

下 面 的 定理 2.1.4(e) 即 将 证 明 ， 当 X 固 区 线性 空间 ， NCX 
是 一 个 亲子 空间 时 ， 可 以 赋予 X/N 范 数 
C6) | zx) | =inf{| x—z | :2 € N}, 

使 之 也 成 为 赋 范 线性 空间 。(6) 式 定 义 的 x(x) 上 称 为 商 范 数 。 
定义 6) 蕴涵 上 x(%x) 上 志 上 zi ， 因 此 商 映 射 " 是 连续 的 。 
2.1.4 定理 设 X 是 赋 范 线性 空间 ,入 是 站 的 一 个 闲 子 空间 ， 

则 商 空间 X/AN 有 以 下 性 质 ， 
(a) XX/N 是 赋 范 线性 空间 ， 
(8)》 如 果 开 还 是 Banach 空 间 ， 那么 KAN 也 是 Banach 空 间 ， 
(c) 如 果 天 又 是 交换 Banach 代 数 ， 而 且 信 是 一 个 闲 高 理想 ， 
那么 X/N 也 是 交换 Bannch 代 数 。 
证 (@) 显 然 %《 N 时 有 jz(x)】 二 0; 如 果 xEN， 则 N 为 闭 

子 空间 这 一 事实 蕴涵 x(x) | >>0。， - 

由 数量 乘法 的 定义 可 知 外 xx(z) 上 ==1 xl | x (%) i 

企 取 :二 0， 对 应 于 x 《天 ， 必 有 ys2《 信使 得 ， 
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(1) | xi—yi <a) +e (一 1,2》。 
因而 有 
(2) 上 rz tx) =inf{| 2 十 和 一 ?1 :iy EEN} 
< 和 | Mi 十 %2z 一 (人 1 十 32) | 
< |r(x) | + | rx) | 十 2e。 
它 将 给 出 三 角 不 等 式 ， 完 成 () 的 证 明 ， 
(8) 在 怀 / 信 中 任 取 一 个 Cauchy 序列 12,}， 其 中 必 有 子 序列 
{zsi} 满 足 条 件 | - 
(3) | > 一 zz [<2 (全 172，) 。， 
根据 定义 2.1.3， 我 们 可 以 选 定 xj，%+t《 式 使 得 
Za =AK) Zot = (TN ) 
并 且 人 xi 一 xiws 之 2-!'。 于是， {www} 将 是 及 内 的 Cauchy 序 列 ， 既 
是 完备 空间 ， 就 应 当 有 x《 和 使 得 ‖ 2 一 “一 0。 然 后 利用 
商 映 射 + 的 连续 性 得 出 ， 在 藉 / 入 内 ，{zw} 亦 即 {x(xi)} 收敛 于 
zx(x%)。 但是， 一 个 Cauchy 序列 若 有 收敛 子 序列 ， 其 整个 序列 也 
将 是 收敛 的 。 因 此 及/ 和 完备，(6) 得 证 。 
(ec) 任 给 s>> 0 ， 先 选取 %， 《以 及 yo yi N 使 (1) 式 
成 立 。 注 意 到 《xi 一 yy) ( 因 一 和 %) 《zt 十 N， 因 此 
(4) | (和 | < | Cx — 1) Cx — 2) | 
Sx—yl x —y 1 : 
< aCw) | +e) zx) | +e), 
从 而 可 得 
(5) | xxgs) | rw) | rw,) 下， 


然后 , 设 e 是 X 的 位 单元 如果 在 ( 5 ) 式 中 取 %1 二 6,xs《 N， 
就 有 | r(e) 之 1， 但 是 e《 x(e )、 按 照 商 范 数 的 定义 ,又 有 
Px) feel =1. 所 以 | xe) =1. 

至 于 xy 二 yx 时 XX)x(y) 二 x(y)x(x) 必定 成 立 ， 则 可 由 
$ 2.1,3 中 的 乘法 定义 (5 ) 得 知 。 

以 上 的 工作 证 明了 和 /N 是 交换 Banach 代 数 .。 口 

有 了 前 面 的 预备 知识 ， 现 在 我 们 就 能 够 论述 交换 Bancaph 代 
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数 的 一 些 关 键 性 的 事实 了 . 

2.1.5 定理 设 4 为 一 交换 Banach 代 数 ， 入 是 4 的 全 体 复 司 
态 作成 的 集 ， 这 时 有 以 下 事实 : 

(a》 A 的 每 个 极 大 理想 都 是 某 个 h《 人 的 核 ; 

(2) 如 果 h《 和 A， 那 么 产 的 核 是 4 的 一 个 极 大 理想 

(ce) x 《6 4 在 4 内 可 着, 当 且 仅 当 对 于 每 个 86 人 都 有 8(%) 天 0F 

(4) xf 4 在 4 内 可 逆 ， 当 旦 仅 当 x 不 在 4 的 任何 真理 想 之 内 ， 

(e) 1k《 xz(x)， 当 且 仅 当 对 于 某 个 下 6 A 有 AZ) 一 03 

(f》 对 于 任何 x 《 4 和 h《 八 ， 都 有 h(x) 《 ax)3 

(g) 对 平 任何 x 《 4 和 h《 人 ， 都 有 [h(x) [p(x) 志 |x， 

证 〈@) 任 下 4 的 一 个 极 大 理想 半 。 由 定理 2.1.2 的 (4) 可 知 
以为 闭 集 ， 焉 由 定理 2.1.4 的 00) 可知 4/M 是 一 个 Banach 代数 。 
选取 x《A4，x CMM， 轩 
(1) J={axt+y:at A, y€ M}. 
是 4 内 的 一 个 理想 ， 它 包含 了 M。 因 为 4 的 任何 元 %* 都 在 了 内 
《 取 a=e，》=0) ， 故 J=4 而 且 有 蘑 个 a《 4，7《 于 使 wx 十 沁 
一 上 。 如 果 x*:4->A/M 是 商 映 射 ， 将 有 7(a)m(x) 二 x(e)。 因 此 
Banach 代 数 4/M 的 每 个 非 零 元 x (x) 在 4/MM 内 都 是 可 逆 的 .根据 
Texpqaan-Masyp 定 理 ，A/M 到 C 上 有 一 个 同 构 j。 置 =jo， 
于 是 《和信 ， 并 且 收 是 4 的 零 空 间 。 

(2 早 在 定义 2.1,1 介 绍 核 的 概念 时 ,就 已 经 指出 上 6 人 的 核 
有 "1(0) 是 4 内 的 一 个 理想 ， 它 还 是 一 个 极 大 理想 ， 因 为 它 有 余 维 
数 1. 、 
(c) 如 果 x《 4 在 4 内 可 逆 ， 又 4《 和信， 那么 
CWBCX) =h(x%-!) =h(e)= 1, 
因而 hxX) 关 0 。 如 果 %《 4 不 可 逆 ， 那 么 ， 集 合 ， 

{ax:a € A} | . 

不 含有 。 ， 因 而 是 一 个 真理 想 ， 按 照 定理 2.1.2 的 (e)， 它 包含 在 
一 个 极 大 理想 之 内 ， 于 是 由 前 面 的 (4) 可 知 , 它 将 被 某 个 h《 人 
零 化 。 
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(d) 定理 2.1.2 的 (4a) 已 经 指出 ， 可 逆 元 不 能 含 于 任何 真理 想 

之 内 。 至 于 道 命题 的 证 明 ， 则 可 由 求证 (c)? 的 后 一 段 得 出 。 
…(e) 是 对 于 Xe 一 % 应 用 (c) 所 得 的 结果 ， 

(1 和 8) 则 是 〈e) 的 推论 。 口 

下 面 将 要 给 出 的 两 个 定理 ， 叙述 中 并 不 包含 代数 概念 ， 但 是 
都 能 够 用 Baanch 代数 的 技巧 予以 证 明 。 因 此 ， 它 们 可 以 看 作 是 
用 Banach 代 数 的 理论 解决 分 析 学 问题 的 实例 。 

2.1.6 定理 〈Wiener 引 理 ) 设 f 为 R* 上 的 一 个 函数 ， 并 且 


CD f= an" ， 2 1esl<oco ， 


这 两 个 和 都 扩张 到 全 体 % 《Zr。 如 果 每 个 x*《 Ra 都 有 (%) 隆 0，. 
那么 | 


(2) 1/f(%) = DD bm" ， 二 


一 定 成 立 。 
定理 也 可 以 叙述 为 ， 如 果 绝 对 收敛 的 Fourier 级 数 f(x)= 
开 awe'”"* 在 R" 上 不 为 零 ， 那 么 1/ (x%) 也 能 够 表示 成 绝对 收敛 的 
下 ourier 级 数 ， | 
证 设 4 为 所 有 用 (1) 式 定义 的 函数 /的 集合 ， 著 了 予 范 数 
1 f= 三 le。|。 容 易 验证 ， 4 按照 函 数 的 点 术科 法 作成 一 个 交 
换 Banach 代 数 , -其 中 的 单位 元 就 是 常 值 函 数 1。 对 于 各 个 x 《 R* 
/I> (%) 
是 4 上 的 一 个 复 同 态 。 根 据 题 设 条 件 /(%) 去 0， 如果 能 够 证 明 4 
没有 其 它 的 复 同 态 ， 那 么 ， 定 理 2.1， 5 的 (2) 莉 酒 / 在 4 内 可 逆 ， 
这 正 是 我 们 所 期 待 的 结论 。 
就 ?= 二 ,2，* "Ny 置 g(x) 二 exp(i%1)， 其 中 的 % 是 % 的 第 + 个 坐 
标 。 这 时 8 与 1/8: 均 在 4 内 ， 且 范 数 都 等 对 1。 如 果 h《 人 ,那么 ， 
出 定理 1.2.3 的 (0) 可 知 
|h(g1) a 1, |1/h(g,)|!= lh(1/8d) le 1 。 
因而 少 实数 y, 使 
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(3) :有 (Br) 一 exp(zy) = gr(y) (1 和 ”<%)， 

其 中 y=(y1，…，ys) ,如 果 忆 是 一 个 三 角 多 项 式 (这 意味 着 也 
是 由 函数 g, 与 1/8, 的 整数 次 协作 成 的 有 限 项 线性 组 合 ) ， 那 么 
(3) 式 总 涵 

(4) .| h(P)=P(y), 

因为 是 线性 的 和 乘法 的 。 由 于 为 在 4 上 连续 ， 又 因为 全 体 三 角 : 
多 项 式 的 集合 在 4 内 往 密 (由 范 数 的 定义 即 可 看 出 ) ， 所 以 对 于 
每 个 /《 4 来 说 (4 ) 式 区 也 

(5) hb(f)=f(y), | 

这 就 是 说 ， 同 态 及 必定 是 了 在 3》 点 的 赋值 ， 口 

在 讲 第 二 个 应 用 的 例子 以 前 须 先 做 一 点 准备 ， 

设 U" 为 C" 内 全 体 点 z= (2 ，…，zo) 的 集合 ， 其 中 的 [21< 工 
(1 扫 守 < 委 0) . 换 句 话说 ,这 个 多 圆柱 0* 是 C 内 % 个 开 的 单位 园 盘 忌 
的 第 卡 儿 积 。 我 们 定义 4(07) 为 全 体 在 U” 内 全 纯 的 函数 了 的 集 
合 ， 这 些 函 数 在 闲 包 DU" 上 连续 。 . 

2.1.7 定理 如 果 f1，…，f:《 4(U") 使 得 
(1) fiat t ifia)l>0 | 
对 每 个 zk 0" 成立 ， 那 么 ， 一 定 存在 61，…，54《 4(Zz) 使 得 
(2) fADBD) Tt fr) Gels)= 1 
对 每 个 zk 0" 成 立 ， 

证 4= AKC 是 一 个 交换 Banach 代 数 ， 具 有 点 起 乘法 和 
上 确 界 范 数 。 轩 


be 诸 %i cal 


t=1 
显然 /是 4 内 的 一 个 理想 。 如 果 定理 不 成 立 ， 那么 ， J 内 不 人 有 间 
位 元 ， 因 而 ] 是 一 个 真理 想 ， 它 含 于 4 的 某 个 极 大 理想 之 内 ， 按 
定理 照 2.1.5 的 (ea)， 有 某 个 5k 人 将 要 零 化 7。 | 
再 置 8.(2) 二 zs，1 志 +n， 这 时 上 g; = 二 1, 因 而 h(g1) =w,， 
诸 jw,| 志 1。 设 w= (mi，…，zn) ,这 时 w 《U7 且 h(8r) 二 8(w). 
由于 有 是 一 个 同 态 ， 因 而 对 于 每 个 多 项 式 卫 米 说 ， 都 有 hhCPY 
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一 Pl(w)。, 但 是 多 项 式 集合 在 4(0") 内 稠密 《习题 3) ，. 因 :此 每 
个 J《 A 都 有 (了 /= (w)， 实质 上 ， 这 里 所 用 的 是 与 证 明 Wiener 
引 理 相同 的 论据 . 

既然 零 化 人， 那么 将 有 f1(w)=0(1 志 1 志 %)。 这 与 题 设 条 
件 (1) 相抵 触 。 

这 一 一 节 的 最 后 将 要 人 述 的 有 关 遥 近 性 质 的 定理 ， 是 今后 经 常 
用 到 的 。 | 

:2.1.8 定理 设 C， CK) 是 紧 Hausdorff 室 间 K 的 上 条 体 实 连续 
应 数 作成 的 实 Banach 代 数 ，4 是 C,(K) 的 子 集 ， 并 且 当 x%, 《4 
时 ，max(%x, y)，min(%x, 》) 都 属于 4。 如 果 zk C,() 使 得 对 于 
任何 s 《下 都 有 x《 4 使 x*(t)==zo(t)，x(s) 二 zo(s); 那么 zo《 4， 
此 处 的 4 是 4 的 范 数 拓扑 的 闲 包 。 

证 ” 任 取 6 《天 ， 由 题 设 ， 对 任何 s 《KK(s 也 可 以 等 于 i6》 有 
.4 中 的 元 %， 使 得 %(S) 一 2(s)，2i (加 ) 一 加 (如 )。 因 此 对 于 任意 的 
e>>0， 有 s 的 邻 域 O(s) 使 得 s,《€ 0(3) 时 ，1z0(s1) 一 x%(sD)| < 
这 样 ， 对 每 个 s《 到 都 能 得 到 x%《 4 和 上 县 有 上 述 性 质 的 0(s)。 由 于 
{0(s):S《 慌 } 复 盖 瓜 ， 而 玉 是 紧 的 ， 所 以 有 有 限 个 元 s，…，s" 及 


共 相 应 的 x4，…，%。s 使 得 U0(s0) 一 Ks: 并且 在 O(Gso) 中 ， 


一 加 |<s 令 Yy 一 max{Xi yx 则 7《4 且 7 加) 一 2o( 加 )， 
Jy)>zlt) ~e, EC 并。 
现在 利用 上 述 结果 ， 取 s=t， 那 么 对 于 好 《K， 有 yi 4 
使 yy (lo) =zo(t0) 且 yi,( 引 之 z0(t) 一:，t《 玉 。 这 时 ， 任 给 se 之 0， 
将 有 的 邻 域 ,，V (to)， 使 得 在 V(to) 中 ，|yi 一 zo 过 。 这 样 ， 
对 每 个 to。《 KK 都 能 得 到 ys 和 具有 上 述 性 质 的 六 (to)。 因为 {T (加 ) : 
io《 KK} 复 盖 及 ， 所 以 有 有 限 个 元 4，*…， i 及 其 相应 的 ，*…， 


Dim 使 UV (i0 一 六 令 z 一 min{yo yo 则 z《4 且 


2( 的 一 se<z(D<aD+e UK), 
上 上 式 即日 az 一 *‖<e。 因 此 zk 4。 | “ 口 
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2.1.9 定理 (Stone~Weierstass). 设 Cr(K) 是 紧 Haunsd- 
orff 空间 KK 上 的 全 体 实 连续 函数 作成 的 实 Banach 代数 ，4 是 
C,(K) 的 子 代数 ， 如 果 

(i ) 对 任何 i《 上， 有 wx《 A 使 x*( 引 关 0， 

( 主 》 对 及 中 任何 两 个 不 同 的 元 i, s， 有 ?《 A 使 y( 引 六 y(s)， 

那么 ，4 在 C.( 及 ) 内 秋 密 ， 并 且 4=C,(K)， 

证 记 B=A， 先 证 B 是 C,() 的 Banach 子 代数 ， 

万 显然 是 线性 子 空 间 。 当 xo《 互 ，yo《 B 时 ， 有 4 中 点 列 {x。} 
及 {7s 使 ze 一 oo 人 一 0，| 2 一 加 站- 0， 这 时 {xo} 应 为 有 界 
点 列 ， 因 而 . 

| gs 9s — oy0) Sys— xayo | + | vnyo— oye || 
<|xl | ys—yol + sol yl —0, 
于 是 ， 由 XY 《A 可 知 xoyo《 B。 所 以 B 是 C.(K) 的 子 代数 ,。 

当 %6 B 时 ， 记 上 x 上 二 4a， 根据 经 典 的 Weierstrass 定理 ， 任 

给 :>> 0 ， 对 于 # 《了 [一 a, 9])， 有 实数 41,… ,a 使 得 

Ti — (afte tat") |<e, 
从 而 | lx(S)1 一 (qx(s) 十 十 qox”(S)) | 之 e,(s 《及 )， 如 果 用 [xl 
表示 函数 |x(s)|， 此 即 上 |x1 一 (qxt+… 二 qsx") | <:。 于 是 ， 当 
x《B 时 ，|x| 《B=B。 由 此 可 以 推 知 ， 对 于 任何 %, y《B， 


max(x, ») = 部 (z+2+ Jy—%|) 和 min(x, ») = 了 (x+y 一 |y—. 


对 ) 均 属于 也， 也 就 是 说 ，B 对 于 max 和 min 封 闭 。 

对 于 及 中 不 同 的 元 ts， 由 条 件 ( i )(ii) 可 知 ， 有 4 中 的 %i， 
%2， %: 使 得 . 

Kit) 1 Ka(s) =1, ta(f)FX3 (Ss) | 

这 时 %(#) 与 +,(s) 当中 有 一 个 不 是 0， 无 妨 设 入 ( 仿 =1， 于 是 
%a(S) 关 1。 如 果 (3)=0， 取 = 为 入 与 入 的 线性 组 舍 ， 如 果 
”wa(3) 天 0， 取 > 为 % 与 2 的 线性 组 合 ， 总 可 以 得 到 4 中 的 元 子 使 
得 2( 四 二 a，z(s) = 二 5， 此 处 的 4，5 为 任意 实数 。 1 

现在 ， 应 用 定理 2.1.8 即 可 得 出 : C,( 开 ) 的 任何 元 2 均 含 于 
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下 = 4 = 也 中 ， 也 就 是 说 C,( 民 )CI， 因 此 4 在 C,( 玉 ) 内 稠密 ， 
并 且 A=CAK)。 ”OO 

推论 设 C (K) 是 紧 Hausdorff 空 将 太 上 的 全 体 复 连 续 函 数 
作成 的 Banach 代 数 ，A4 是 CC(K) 的 子 代数 ， 如 果 

( i) 对 任何 《下 有 x 《A 使 x( 外 天 0; 

( 这 对 下 中 任何 不 同 的 Hs， 有 y 《4 使 y(2) 才 >(s)， 

(iii) A 在 复 共 轿 之 下 是 封闭 的 ， 
那么 4=C(K)， | 

证 记 4 中 全 体 实 函 数 作成 的 子 集 为 4.， 则 4, 二 C,(K) 。 从 
而 4=C(K). 口 


2.2 PenpqhaHn 变 忒 


2.2.1 弱 拓 扑 与 弱 * 拓扑 

定义 1.3.1 曾 经 简略 地 介绍 Banach 空 间 内 的 弱 收 敛 概 念 ， 现 
在 ， 我 们 来 进一步 讨论 这 个 问题 。 作 为 定义 ， 在 一 般 赋 范 线 性 空 
间 E 内 , 所 谓 一 个 序列 {xw} 弱 收 全 于 一 个 元 x。《 EE， 仍 然 是 对 于 每 
个 4《E*， 数 列 {4(%xw)} 收 化 于 4(%xo) ， 仔 细 分 析 一 下 这 名 话 ， 就 
能 得 出 ， 对 于 每 个 。 之 0 与 每 个 4《E*， 存 在 一 个 自然 数 %=n (es 

4)， 使 得 多 汪 %* 时 恒 有 
|A4(X0) — A(Xo) |<<e 

成 立 。 

对 于 有 穷 多 个 线性 泛 函 A1,…，A4p 6 Ba， 能 够 取 


B=N (3 Al, vo, Ap) 二 a. 
1 和 的 


XxX nl(e; Ai)s 
只 须 和 之， 就 有 


QiSP 


(1) HA (xi — Ai (x0) | <e, $=1,2,°,p。 
如 果 定 义 集合 | 
《2) U (xo Ais***, Ap3 5) 


={x€ E:|Ai(X)— A(X0) | <e, 1=1,2,",p}, 
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那么 (1 )》 式 表明 ， 
RPM 时 rEU No 4 和 40 ea)。 
因此 ,对 于 弱 收 敛 来 说 ，( 2 ) 式 所 定义 的 集合 UU (xo 41， 0， 4p3 
e) 其实 是 x6 的 一 个 邻 域 。 
将 % 点 的 一 切 邻 域 所 构成 的 集 记 作 % (x)， 那 么 ， 这 个 集 族 
必 有 下 列 属性 
L1。 如果 《9 Cx) 那么 x* CV， 
了 2。 如 果 F 《2 (x) 有 WV， 那么 W (03 
L3。 如 果 V，U《 9 (%)， 那 么 UV 《Sr Co; 
ZL4。 如 果 F《2 (x)， 那 么 必定 存在 一 个 WV 《9 (x)， 对 于 每 
个 y《W， 都 有 VV 《7 (yy). | 
这 四 个 属性 乃 是 一 个 集 族 能 够 成 为 点 * 的 邻 域 族 所 应 当 满 足 
的 起 码 的 条 件 ， 因 此 ， 也 可 以 将 L1~L4 作为 点 % 的 邻 域 的 隐 定 
义 . 
含有 点 * 的 一 些 集 所 构成 的 集 族 绍 称 为 邻 域 族 % (x) 的 基 ， 
如 果 每 个 《2 (wx) 必定 包 含有 绍 中 的 集 ， 
容易 验证 ， 由 (2 ) 定 义 的 集 族 UV (xs LA 6)， 当 e 历 
遍 一 切 正 数 ， 而 41,…, A454 一 1,2,…) 历 遍 本 中 任意 有 穷 个 元 
时 ， 即 构成 x 的 邻 域 族 Y” (9 的 基 。 
现在 可 以 作出 以 下 定义 。 | 
弱 拓 扑 ”由 (2 ) 确 定 的 集 族 D(xog 41,… ,4p; 5) 赋予 E 一 种 
拓扑 结构 ， 称 之 为 马上 的 弱 拓 扑 。 
我 们 来 考察 赋 范 线性 空间 E 的 对 侦 空 间 E* 上 的 弱 拓 扑 、 用 集 
族 UUC4o XX,…， 攻 py 6) 赋予 BE* 驳 拓扑 ， 其 中 的 Xi,…,X, 历 沉 
E** 中 的 元 《 即 E* 上 的 连续 线性 泛 函 )。 注 意 到 CE*#*， 就 看 出 
E* 还 有 男 一 种 弱 拓 扑 , 也 就 是 集 族 UU(do， 2585 -5)， 其 中 %; > 
,fy 历 遍 E 中 任意 一 组 有 穷 多 个 元 。 于 是 又 有 以 下 定义 ， 
弱 * 拓 扑 由 上 述 集 族 吕 (40 xxo 5) 赋予 E* 一 种 拓 
扑 结构 ， 称 为 E* 上 的 弱 * 拓扑， 
不 难看 出 ， 在 一 般 情况 ,本 二 的 弱 * 拓扑 是 比 弱 拓扑 更 弱 的 
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拓扑 ， 或 者 说 是 更 粗 的 拓扑 ， 但 是 ， 如 果 EE 是 自 反 空间 ， 即 巨 = 
Es**， 那 么 ，E* 上 上 的 弱 拓 扑 与 弱 * 拓 提 相同， 

最 后 ， 我 们 不 予 证 明 而 给 出 … . 

Banach-Alaoglu 定理 赋 范 线性 空间 E 的 对 偶 空间 E* 内 的 
闭 单位 球 太 ={4: 4j =1} 是 弱 * 紧 的 ， 

2.2.2. 定 义 

Texp 中 aEn 变 式 设 人 为 Banach 代数 4 上 的 全 体 复 同 态 构成 
的 集 ，%*《 A4; 这 时 ， 由 | 
(1) #4(W=hx) (hE A) | 
确定 的 人 上 的 函数， 人 入->C 数 称 为 4 的 TensgaH 变 式 。 

设 4 为 全 体 % 构 成 的 集 ，x《 4。 人 的 Texpdaaxr 拓 扑 是 由 全 导 
出 的 弱 拓 扑 ， 即 ， 使 人 有 连续 性 的 最 弱 的 拓扑， 如 果 将 入 上 的 全 
体 复 连 续 隙 数 的 代数 记 作 C (和信)， 那 么 显然 有 有 CSCCA)， 

由 定理 2.1.5 的 (@) 和 (2) 可 知 , 4 的 极 大 理想 与 入 的 元 素 之 间 
有 一 一 对 应 的 关系 ,人 配备 了 它 的 Iezz 和 as 拓扑 之 后 将 称 为 4 
极 大 理想 空间 。 

术语 oredaax 亚 起 也 可 用 于 4 到 他 上 的 映射 | 一 郊 。 

代数 A 的 根 ”就 是 4 的 所 有 极 大 理想 的 交集 ， 记 之 为 : rad4。 

当 rad4= {0} 时 ， 称 4 为 半 单 代数 。 

2.2.3 定理 各 人 A 交纳 Bamedh 代数/ 的 大 相亲 
则 下 述 结论 是 正确 的 ; 

《a) 人 是 一 个 紧 世 ausdorff 空 间 。 

(D) Tezxpdaax 变 式 是 4 到 C(A) 的 子 代数 全 上 的 一 个 同 由 
它 的 核 是 rad4。 : 

因此 ，Frerpdaax 变 式 是 一 个 同 构 ， 当 昌 仅 当 4 内 间伐 

(0) 对 于 各 个 x 《 4 来 说 ,2 的 值 域 就 是 xz(2)。 

因此 ， 车 将 | 人 (有 雁 | 在 人 上 的 极 大 什 记 作 La 就 有 

121.=0< xl 1 
另外 ，x 《rad4 当 且 仅 当 ? (0 二 0 
证 我 们 先 证 (5) 和 (c)。 CO 


了 


设 x, y《4，a 《Ch《 人, :这 时 ， 有 :水 
(ax) ~ (P=h(aw) =ah(%) = (ot) (M's: 
(Gy 十 从 ~ WD =AEFY) hr) FRY) 
: | $+ 一 (4+ Ns : 
所 及 .i i 
(KP ~ BhNY) BN BY) =ER DB) 
. 二 ($9) (有 ), 
闪 而 %1>z% 是 一 个 同 态 。 它 的 核 是 集合 
{x《 4， 每 个 h《 入 都 使 (x) 二 0}， ; 
由 定理 2.1.5 可 知 ， 这 个 集合 是 4 的 所 有 极 大 理想 的 交 集 , 即 
rad4。 于 是 ( 思 得 证 。 
至 于 2 在 4 的 值 域 之 内 ， 则 意味 着 有 某 个 有 《 人 能 使 1 二 4(h) 一 
罗 (x%)。 定 理 2.1.5 已 经 指出 , 这 件 事 得 以 实现 , 当 且 仅 当 2《 co(%)， 
现在 又 证 得 (ec )。 
以 下 求证 (4 )， 设 4* 为 4 的 对 偶 空 间 〈 视 为 Banach 空间 )， 
并 设 下 为 4* 的 范 数 闭 单位 球 ， 根 据 Banach-Alaoglu 定理 ， 开 是 
惨 * 紧 的 。 由 定理 1.2.3 的 (c) 可 知 作 CK, 八 的 Texbpqaax 拓 扑 显 
然 是 4* 的 弱 * 拓 扑 在 人 上 的 限制 。 因 此 ， 只 须 证 明 人 是 4 的 一 个 
弱 * 闭 子 集 。 

设 如 在 和 的 弱 *? 闭 包 之 内 ， 我 们 来 求证 1 
1) Ao(XY) = AoxAny (%, »€ A) 
拟 及 1 

(2 ) 4oe 一 1 
请 读者 注意 ，( 2 ) 是 必要 的 ， 否则 4o 将 是 零 同 态 ， 它 不 在 人 A 内 。 
选 定 %, y《 4 e>>0。 置 
(3) W={4€ A*: 142— Aozi|<e, 1<i<4}, 
其 中 z=6, 22=%, 加 二 yz4 二 xy 这 时 ， 琴 是 4 的 一 个 弱 。 邻 域 ， 
狂 而 含有 一 个 5 人。 就 这 个 Ni 而 言 ， 有 
(4) |1— Aoe] = 1h(e)— Aoel| 天 te 
它 给 出 了 (2 ) 式 ， 还 有 
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如 (YY) ~— AoXAo Y=LAoXY)— BNY)ITLh NAIR Y)— AoXAY0 
=[Ao(xYy) ~ hxY) I Fh YY) — AoyIN XY 
十 [56(X) 一 4oX]doy 


这 又 给 出 人 
(5) 14o(x7 一 4ox4oy|l<Gt+ xl 二 让 ye 
由 于 (5 ) 萤 涵 ( 1.)， 因 此 (w) 证 论 。 ， 口 


早 在 讲述 定理 1.2.3 的 (c) 时 ， 我 们 就 曾 指出 ，Banach 代数 
的 一 切 复 同 态 都 是 连续 的 。 下 面 将 要 看 到 ， 由 交换 Banach 代数 
到 半 单 代数 的 任何 同 态 也 将 有 同样 的 结论 。 

2.2.4 定理 如 果 4, B 都 是 交换 Banach 代数 ，B 还 是 半 单 
代数 :那么 ， 从 4 到 的 任 一 同 态 映射 y¥，A->B 均 为 连续 映射 。 

证 在 4 内 任 取 序列 {x 小 使 imxos=x64, 相应 地 在 互 内 有 序列 
{9 (xn)} 使 jimw (ws) 一 %( 万 .根据 闲 图 象 定理 ,只 须 求证 一 多 (2) 

设 入 4 与 人 分 别 为 4 与 B 的 极 大 理想 空间 。 选 定 46 As， 置 
$ 二 oy。 显然 5《 人 4。 由 定理 1.2.3 的 (c? 可 知 ，81 与 4 都 是 连续 
的 ， 因 而 ， 对 于 每 个 4《 As， 都 有 

hy)=limh(G (Ys)) = limg (x») 
=$(%)=h(9 (x)). 

于 是 y 一 (x)《 radB ,既然 radB 二 {0}, 那 么 应 当 是 y=Y(%)。 口 

如 果 4, 如 都 是 半 单 代数 ， 定 理 将 有 下 面 的 重要 的 

推论 ”两 个 半 单 的 交换 Banach 代数 之 间 的 每 一 个 同 构 都 是 
一 个 同 胚 ，。 

当然 ， 这 个 推论 对 于 半 单 的 交换 Banach 代数 的 任何 自 同 构 
来 说 也 是 正确 的 。 因 此 ， 半 单 代 数 的 拓 拉 将 客 全 由 它 的 代数 结构 
去 确定 。 

定理 2,2。 3 已 经 提 到 4 是 C(A) 的 一 个 子 代 数 。 但 是 ,4 在 
C(A) 内 按照 上 确 界 范 数 是 否 为 闭 集 ? 下 面 的 定理 2.2.6 将 要 指 
出 ， 有 了 时 可 以 通过 比较 x 《 4 的 上 x 有 与 上 x? 对 此 作出 结论 。 

2.2.5 引 理 ”如 果 A 是 交换 Banach 代数 ，x《 4 x 了 0 那 

么 下 面 确定 的 两 个 数值 
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0 ae ie 
| 


正直 
:必定 适合 关系 式 | 
S <7< 生 s， 
证 由 站。 污 s ws 上 可 以 推 知 ， 每 个 x* 《A 都 有 
(2) lel>le l= leds>" ll. 
因此 s:<x， : 
然而 ， 每 个 x《 4 又 都 有 
(3) Ea 
车 是 施行 归纳 法 于 %， 将 能 证 得 . 
C4) x* >z” x (m=2", MN 一 1 2，)。 
对 (4) 式 求 % 次 根 ， 再 让 一 co， 由 谱 半 径 公 式 与 定理 2.2.3 得 出 
(5) Iz) oe ll (x € A). 
因此 rf 志 s. : 口 


2,2.6 定理 如 果 4 是 交换 Banch 代 数 ， 那么 . 

(a) Fenpdaax 变 式 是 一 个 等 距 ( 即 ,每 个 *《 4 都 有 站 2 
一 上 站-)， 当 且 仅 当 每 个 x《 4 都 有 = 上 x 

(5) A 是 半 单 代数 且 4 在 CCA》 内 闭 ， 当 且 仅 当 存在 久之 co 使 
得 每 个 x《 A 都 有 上 x| :<K 有 时. 

证 (a) 只 须 应 用 引 理 2.2,5 就 可 得 证 。 因 为，TeApgaax 变 
式 是 一 个 等 距 ， 当 且 仅 当 s ==1; 而 这 又 当 且 仅 当 ”一 1。 

(2 ) 仍 是 应 用 引 理 2.2.5. 的 存在 等 价 于 + >>0， 因 而 等 价 
于 3 >>0。 如 果 s >>0， 那 么 映射 x 1 是 一 对 一 的 ， 并 和 且 有 连续 
的 逆 映 射 ， 所 以 4 在 CCA) 内 完备 (因而 是 闭 的 ) 。 反 之 ， 如 果 
映射 * ->? 是 一 对 一 的 ，4 在 C(A) 内 又 是 闲 的 ， 那么 开 映射 定理 
将 理 涵 ss >0。 口 

2.2.7 极 大 理想 空间 的 例 . 

有 时， 一 个 给 定 的 交换 Banach 代 数 的 极 大 理想 空间 很 容 容易 
人， 但 是 ， 另 外 一 些 情况 则 不 然 ， 下 面 我 们 来 看 几 
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例 1。C(K) 的 极 太 理 想 突 间 ,和  ， 
对 于 各 个 x《 天 ， 定 义 线性 证 国 
37) 一 了 (3)。 由 
显然 7 如 是 从 C(K) 到 C 上 的 一 个 复 同 态 ， 友 也 是 j 的 Fexsbanr 
变 式 ， 面 县 有 


J 00 =h Df. 
集会 
M:={f: f(x)=0} 
是 7 的 核 ， 因而 MX 是 一 个 极 大 理想 。 
这 时 ， 有 以 下 事实 : 


(a)C(EK) 内 的 每 个 极 大 理想 都 可 以 宕 示 为 某 个 x* 《的 Ms 
(8) 每 个 从 C(K) 到 C 上 的 非 零 复 同 态 都 是 一 个 上 述 的 hy 
《c)K 内 不 同 的 点 对 应 于 不 同 的 极 大 理想 ， 也 对 应 于 不 同 的 非 
雷同 态 。 

我 们 来 给 出 证 明 。 

设 M 是 一 个 真理 想 ， 并 且 假 定 所 有 x 天 的 17。 功 MM， 那 么 ， 
各 个 x 都 将 有 /:《M 且 f(x) 丰 0， 因而 |f:|' 在 x 的 一 个 邻 域 上 将 
是 严格 正 值 的 。K 的 紧 性 蕴涵 ， 存 在 为 xz 下 使 得 /二 
flit + fo) 在 K 上 是 正 数 ， 于 是 1/7《 CCK), 这 就 是 说 ， 


J 在 CLK) 内 可 逆 . 但 是 /= by 六 7。 《MM, 而 又 是 一 个 理想 . 
=1 

这 将 与 任 一 真理 想 不 能 含有 可 逆 元 的 事实 相抵 触 . 因此 必须 有 某 

个 x% 《到 的 MD 了 。 如 果 邓 是 极 大 理想 ， 还 将 有 M-=M， 

再 设 $ 是 一 个 从 C(K) 到 C 上 的 非 零 同 态 ， 它 的 核 是 某 个 梭 大 
理想 ， 记 作 MMs。 但 是 思 的 核 也 是 i-.。 由 于 具有 相同 零 空 间 的 两 
个 线性 泛 函 彼此 成 比例 ， 又 因为 $ 与 hb 在 | CK) 的 单位 元 上 都 取 
值 b sg hx 

， 如 有 ,Xz 《 开县 % 天 Wo 由 Yereon 引 理 可 知 ， 存 在 
ee 了 (%2) 关 0。 因 此 及 1 到 4xz， MM 了 人 
以 上 事实 表明 x< 一 , 是 玉 与 人 之 间 的 一 一 对 应 。 因 此 ,我 们 
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能 够 让 并 拘 入 会 肉 ， 并 且 经 常 将 人 与 到 视 为 一 致 。 这 种 同化 就 所 
狗 及 的 负 个 拓扑 来 说 也 是 正确 的 ， 到 的 Terbpdaaa 拓扑 + 是 从 
C(K) 导出 的 缉 拓 扑 ， 因 而 弱 王 原来 的 拓扑 ri。 “ 但 是 :又 是 一 个 
及 ausdorf 他 折 扑 ， 所 以 一 rt。 

概括 地 说 ， KK 是 C(K) 的 极 大 理想 空间 ， 而 Tezxpdbaax 变 式 峙 
是 C(K) 上 的 恒 等 贞 射 . 

例 2。 回 顾 定理 2.1.6 中 的 讨论 。 设 A 为 全 体 绝对 收敛 三 角 级 
数 的 集合 。 我 们 看 到 ， 那 里 的 复 同 态 是 在 R* 的 点 上 赋值 。 因 为 4 
的 元 素 就 各 个 自 变量 来 说 都 是 以 2r 为 周期 。 全 则 是 根据 

(Kis "Yn) 全 (es oO'*n) 
从 RR" 得 到 的 环 面 7"。 这 是 一 个 4 在 C(A) 内 稠密 的 例子 ， 虽 然 地 
天 C(A)， 

例 3， 再 回顾 定理 2.17 的 证 明 ， 其 中 包含 了 这 样 的 结果 ,UU 
是 4(U0") 的 极 大 理想 空间 ， 例 1 最 后 所 用 的 论据 也 可 以 证 明 ，U” 
的 自然 拓 扩 与 由 4(0") 导出 的 Persgaax 拓 扑 是 一 样 的 ， 例 2 也 * 
是 如 此 。 

例 4， 前 例 可 作 有 趣 的 推广 ， . | 

设 4 是 交换 Banach 的 代数 ， 它 有 一 组 有 限 多 个 生成 元 ， 记 作 
xyMo。 这 意味 着 zi 4(T<i<w) ， 并 且 由 xj 生成 的 多 
项 式 的 全 体 所 构成 的 集合 在 4 内 稠密 。 定义 

《1》 Bh) = (Kh 0 Nah) (CA)。 

这 时 $ 是 人 到 一 个 紧 集 KCC” 上 的 一 个 同 态 。 事 实 上 ，x# 是 连续 
的 ， 因 为 有 4CC(A)， 如 果 (jp 一 4 本 )， 那 么 对 于 各 个 于 都 
有 训 (%i) 二 如 (x7) ;因而 当 x 是 由 X14, …, x 生成 的 多 项 式 时 ,有 1(%) 
一 ja(4)38 又 因为 这 些 多 项 式 在 4 内 稠密 ， 压 加 一 各。 所 以 4 是 一 
对 一 的 、 

现在 ， 我 们 设法 将 4 从 和 人 转换 到 玉 , 从 而 使 得 下 能 够 被 看 成 是 
4 的 极 大 理想 空间 、 为 了 能 确切 地 叙述 ; 先 定 义 
(2) P(X)=ho@"! ‘(xt 4). 

这 时 $4 是 4 到 C(K) 的 一 个 子 代 数 5(A) 上 的 一 个 同 态 。 (如 果 4 是 
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半音 代数 ,: 则 4 为 一 辣 构 ,);。 很 容易 验证 : : ， 
(3) GX) (2) = 21, | i 
其 中 z=(815%00,2) 区 . 
这 是 因为 ， 车 取 (z1,*… 20) 二 (和 (有 2 0 有) hw 
了 村， 将 有 &%-1z 一 奋 。 于 是 6 (2%) (0D) = -和 7) 一 一 2 
从 (3) 式 可 知 ， 对 干 每 个 元 多 项 式 P 都 有 
C4) .SPlXs ,Xa)) = PP(2) . (zs €K) | 
因此，w (人 的 每 个 元 都 是 KK 上 的 多 项 式 的 一 个 一 致 和 极限。 : 
例 5， 设 4 为 Li(R") 浅 加 了 一 个 单位 元 ， 如 同 在 $1.1;4 的 例 
6 中 曾经 提 到 的 那样 。4 的 元 素 形 如 /+465， 其 中 f《 工 '(R”)， 
:QL《C， 而 是 R*" 上 的 Dirac 测 度 。A4 内 的 乘法 是 卷 积 | 
(f+a0)w (gt+h6)=(f gthf tag)t+apd. 
对 于 各 个 te Re 来 说 ， 公 式 
《5) Bf +ad)=fD)+a 
定义 了 4 的 一 个 同 态 ， 此 四 的 了 是 /的 Fourier 吉 起， 另外 
46 ) haelf +ad)=a 
也 定义 了 一 个 复 同 态 。 稍 后 将 概 赂 地 证 明 ， 再 也 不 需要 别 的 了 。 
这 样 ， 作 为 一 个 集 ， 作 就 是 R*U {co}， 对 入 赋予 尺 。 的 单 点 紧 化 
的 拓扑 。 既 然 每 个 F《k Z(Ro) 当 | 引 一 co 时 有 产 (的 一 0， 由 ( 5) 和 
《6 ) 可 知 4CC(A)。 由 于 4 分 离 A 上 的 点 ， 在 A 上 用 4 导出 的 弱 . 
拓扑 与 我 们 刚才 选择 的 拓扑 是 一 样 的 。 
现在 来 证 明 ， 每 个 45《 人 都 形 如 (5 ) 或 (6)。 如 果 对 于 每 个 
(ZIR") 都 有 AH)=0， 那 么 12=7<-。 假 定 有 某 个 《ZI (R?”) 
使 #( 了) 沽 0; 这 时 将 有 某 个 8 《LIL*(R"), 使 %(/) = 了 Bdms。 由 于 
hf wa)=h(f)h(g) ,我们 能 够 证 明 8 与 一 个 连续 园 数 ?几乎 处 处 
重合 ， 2 满足 条 件 


C7) ~ Bb(x+y)=0(%)b(Yy) (%, y € R’). 
最 后 ，(?) 的 一 切 有 界 解 都 具有 
(8) 0(%) =e (x € Rs") 


的 形式 ， 于 某 个 1 R" 因此 h(/) = 了 (1)， 亦 基 4 形 如 (5 ) 式 。 
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当 % =J 时 ， 上 述 概略 证 明 的 细节 可 以 从 C14J 的 $ 9。 32 中 投 
到 ， 至 于 # > 1 的 情况 则 完全 类 似 ， 

于 是 ， 我 们 看 到 了 Texbdaax 变 式 是 Fourier 变 式 的 一 种 推 
广 ， 至 少 在 L! 的 范围 内 是 这 样 ， 

例 6。 我 们 的 最 后 一 个 例子 是 Ze (m)。 此 处 的 ;是 单位 区 间 
上 的 Lebesgue 测 度 ， 而 Z" (mo) 是 [0,13 上 的 揽 有 界 函 数 的 等 价 类 
( 模 为 零 测 度 集 的 剩余 类 ). 构成 的 通常 的 Benach 空间 ， 范 数 为 
列 上 确 界 ， 按 照 点 态 乘法 ， 这 显然 是 一 个 交换 Banach 代 数 。 

如 果 f《L*(m)， 又 GJ 是 全 体 使 nw(f-'(G)) 二 0 的 开 集 GCC 
组 成 的 并 集 ， 那么 ， 容 易 看 出 G1 的 补 集 《 称 为 的 本 性 值 域 〉 与 
/的 谱 “( 重合 ， 因 而 也 重合 于 /的 Fersdaar 变 式 的 了 值 域 。. 由 
此 可 见 ， 如 果 /为 实数 值 ，7 也 是 实数 值 。 因 而 工 "(m) ~ 在 复 共 
辊 之 下 是 封闭 的 。 于 是 ， 按 照 Stone-Weierstrass 定 理 ,L” (1%) 人 ^ 
在 CCA) 内 稠密 ， 其 中 人 为 L*(1%) 的 极 大 理想 空间 。 还 可 以 得 
出 ，f 7 是 L*(m) 到 CCA) 上 的 一 个 等 距 ， 所 以 Ze (m) ^ 是 
C(A) 内 的 闲 集 ， 

接 下 来 看 ，f 1 一 Jfdm 是 CCA 人) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 . 根 
据 Riesz 表 示 定 理 ， 应 当 有 人 上 的 一 个 正则 Bore] 概 率 测度 轧 。 满 


(9) | fam = | fom Cf € Lr (m)), 
人 


和 如果 9 是 人 内 的 一 个 非 空 开 集 ， ypsicon 引 理 蕴 涵 ， 存在 这 样 
Wf CCA), 了 之 0, 它 在 0 之 外 是 了 =0; 而 在 菜 些 p 《9Q 是 了 (p) 
， 因 此 /不 是 L"(m) 的 零 元 素 ， (9 ) 式 中 的 积分 取 正 值 , 

于 是 ， 若 9 为 非 空 开 集 ， 则 高 (8) >0. 

再 假设 $6 是 人 上 的 一 个 Borel 函 数 ， EA .根据 Jlyamm 定 ， 
理 (参阅 [14) 的 $2.23)， 有 函数 列 PP。k CC(A)，| 7 入 1， 且 依 
照 L*(m) 的 范 数 收敛 于 $， 既然 了 一 保持 复 共 驾 ， 又 是 一 个 同 


态 ， 将 C9 7: 式 应 用 于 (< AD 一 7 .就 得 到 
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人 加 . 2 . 1 | . 
Go | ffldme | If filrdm. 
J ,1 


因而 {7} 是 57( 坟 ) 内 的 Cauchy 序列 ， 还 有 ，|fs1 1 a.e. Cm 
于 是 存在 f 《IL*(mm)， 在 Li(m) 肉 有 fs 一 而 由 (10) 式 可 知 
了 :一 了 在 L*( 疯 ) 内 成 立 。 现 在 ， 我 们 又 得 到 $= 了 .a.e.[ 训 ,也 
就 是 说 ， 全 上 的 每 个 有 男 Borel 函数 6 均 与 基 个 ftc(A)a.e, 
[2) 相 等 . 

综 上 所 述 ， C(A) 与 ~( 病 ) 是 两 个 恒 同 的 Banach 空 间 ， 

最 后 我 们 指出 ， 和 人 是 极 不 连通 的 ， 这 意味 着 ， 它 的 每 个 开 
集 的 闵 包 仍 是 开 集 ， 因 而 ， 彼 此 不 相交 的 开 集 其 闲 包 也 互 不 相 
交 。 为 了 证 明 上 述 事实 ， 任 取 开 集 QuCA， 记 Qu 的 补 集 为 3 设 
4 为 2 的 特征 戎 数 ， 并 且 选 取 疡 E C(A) 便 六 = 4 a.e.[ 办 ,既然 
在 Qo 内 $=0, 而 非 空 开 集 的 测度 又 必定 是 正 数 ， 那 么 由 的 连续 
性 可 以 得 知 ， 任 何 5《.00 均 有 了 (p) 二 0。 同 理 ， 任何 乡 《 1 均 有 
了 (8) =1。 至 于 那些 使 了 取 值 既 不 等 于 0 又 不 等 千 1 的 点 ， 将 组 
成 一 个 开 集 且 测度 等 于 零 这 是 因为 f=$ ave。 5 从 而 读 集 为 
空 集 , 置 
民 ; 一 人 《和 A， 丰 CD) 一 分 ，? 一 0,1， 
这 时 五 "与 及 :是 两 个 不 相交 的 紧 集 ， HKoUKiI=A 作 ; 它们 都 是 开 
集 ， 又 有 &oC 天 。， QCK,. 由 此 可 见 Qo= 五 o. 所 述 命题 得 证 。 


2.3 对 合 


2.3.1 定义 可 

对 合 ” 复 代数 (不 一 定 是 交换 代数 ) 4 到 4 内 的 一 个 映射 
x 一 %e 称 为 4 上 的 一 个 对 合 ， 如 果 对 于 所 有 的 x*《 4, y《 4 以 及 
4《 C， 这 个 映射 具有 以 下 3 个 性 质 ， 


(C1) (XY 十 4Y)* 二 XX 十 A i 
(C2) (YY) 下 二 也 让 和 机 ” 
(3) (2 二 一。 
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者 名 话 说 ， 对 合 是 一 个 周期 为 2 的 共 思 线 性 反 自 同 构 。 在 对 合 中 ， 
x? 称 为 x 的 伴 元 。 如 果 * 二 x*， 则 % 称 为 自 伴 元 或 Hermite 元 。 
“许多 重要 的 Banach 代 数 都 具有 对 合 , 例如/ 一 是 C(R) 上 
欧 一 个 对 合 合 。 今 后 我 们 最 关注 的 一 个 对 合 ， 是 将 Hilbert 空间 上 
的 算 子 映射 成 为 它 的 伴随 算 子 , . 
值得 注意 的 是 ， 确实 有 这 样 的 Banach 代数 ， 和 不 可 能 具有 
任何 对 合 。P. Civin 与 B. Yood 曾经 给 出 一 个 实例 。 读 者 可 参看 
Involutions on Banach algebras, Pacific J. Math. 9(1959) 
4315 一 436。 
C*- 人 代数” 如果 Banach 代 数 4 有 一 个 对 合 x | 一 %e， 并 且 每 个 
%《 4 都 使 
(4) 上 xx* l= 有 上 x 
成 立 ， 则 Banach 代 数 4 特 称 为 C*- 代 数 。 . 
由 条 件 ( 4 ) 很 容易 验证 x 一 x* 是 等 距 ， 因而 Ce- 代 数 中 的 对 
合 是 连续 映射 ， 
注意 | xz 上 ?= 上 xx* 有志 上 x 中 x* 上 意味 着 上 x 有志 上 x* | 有， 
而 利用 性 质 (3) 又 可 以 得 到 是 x** 有 志 目 (x*)* 上 == 上 x 上 〗; 这 样 就 有 
(5) 上 x* 上 = 上 x|， 
拟 及 
(6) | xxe | = xl x* |. 
反 过 来 ， 合 并 ( 5 ) 与 (6 ) 将 能 得 到 ( 4 )。 
2.3.2 定理 ”如果 Banach 代数 4 有 一 个 对 合 *， 那 么 ， 对 于 
任何 x6 4, 以 下 事实 都 成 立 ， 
(a) x% 十 Xx*，Z(% 一 Xx*) 均 为 自 伴 元 
(2) ”xx* 也 是 自 伴 元 ， 并 由 此 推 知 单位 元 ce 是 自 伴 元 ， 
. 《c) x 能 唯一 地 表示 为 两 个 自 伴 元 x, v2《 4 的 线性 组 合 % 一 #% 
十 2 
(4) ”x 是 4 的 可 逆 元 , 当 且 仅 当 x* 是 4 的 可 逆 元 ， 并且 (xz 
= (X”') #3 
(2) 4 《olwx) 当 且 仅 当 1 《a (x*)。 
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证 (4) 与 (0) 可 以 直接 验证 。 


至 于 (ce)， 只 须 取 
= 二 -一 
和 一 也 (x% + %*) ， " 2 (一 Xe) 。 
假如 另 有 一 种 表示 
X= +iv， 


那么 ， 置 w= 二 vw 一 v。 福 意 到 w 是 自 伴 元 ,iw 王 w 一 w' 也 是 自 伴 元 
因此 
0 = (1) 站 一 i = ts 
亦 即 z=0. 这 就 是 说 ， 表 示 式 是 唯一 的 。 
(4) 可 由 (xy)* 二 y*x* 推 知 。 


(e) 将 (4) 应 用 于 Xe 一 x 即 可 得 到 . 口 
2.3:3 定理 如 果 Banach 代 数 4 是 交换 的 又 是 半 单 的 ， 那么 
4 上 的 每 个 对 合 都 连续 。 


证 设 / 为 4 的 一 个 复 同 态 ， 再 定义 $ (x) = 有 (%*)。 由 定义 
2.3.1 中 的 性 质 (1) 和 (2) 可 知 ，% 也 是 一 个 复 同 态 。 因 此 4 连续 . 
如 果 在 4 内 有 %s->x* 以 及 xa* 一 y， 将 得 出 

六 (Xe) = $ (%) =limg (xz) = limh (nt) 一 六 (7) 。 
既然 4 是 半 单 代数 ， 那 么 =x*， 机 由 闭 图 象 定理 即 可 得 知 对 合 
x 一 Xe 连续 。 “ | 口 

下 述 有 关 Ce- 代 数 的 定理 ， 将 是 第 3 价 用 来 求证 某 些 谱 定理 
的 关键 

2,3,4 定理 (Tenpdhagn—Haimaprk) 设 4 是 一 个 交换 C*- 代 
数 ， 它 的 极 大 理想 空间 为 人 。 这 时 有 以 下 事实 : 

(a) Texrb 中 am 变 式 是 4 到 C(A) 上 的 一 个 等 距 辐 构 ， 并 且 


(1) (XY) 人 ma 六 (x € A)s 
此 式 也 可 以 写成 
(2) AAC EAC (x € A, hEA). 


(5) 特别 是 ，x 为 自 伴 元 ， 当 且 仅 当 4 是 一 个 实 函数 ， 
(1) 式 可 以 解释 为 ，Texsdaax 变 式 将 4 上 给 定 的 对 各 转换 
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成 CC( 八 ) 上 的 自然 对 合 ， 即 共 元 ,以 这 种 方式 保持 对 合 的 辐 构 通 
常 称 为 *- 同 构 。 : 
证 我 们 先 求证 (8)， 
任 取 自 伴 元 x*《 4， 以 及 任意 的 5k 人 ， 置 ?=x 十 zi， 纪实 数 。 
如 果 h(%) 二 a 十 i8, 其 中 a，B 均 为 实数 ， 那 么 
(2 =a+i(B+D), 


2z2* 二 0Q? 十 fe。 


因而 有 
w+ (B+D= 1 1 z= za*| zl + 
(3) w+p*+2pti<lxl: (~%<i<%), 


由 (3) 式 看 出 必须 8= 0， 所 以 (%) 是 实数 ， 
反之 ， 如 果 对 于 任意 元 x*《 4， 以 及 任意 的 4《 人 ， 马 知 h(%) 
为 实数 ， 那么， 记 %= 5Ys， 其 中 心 , %w 均 为 自 伴 元 ， 将 由 %(*) 
二 有 (x1) + 纹 (xi) 得 到 h(x:) 二 0. 考虑 到 4 的 任意 性 ， 区 必须 好 三 0。 
本 此 x=%1， 也 就 是 说 ，x 是 自 伴 元 。 | 
(6) 任 取 x 《 4， 并 表示 为 yx= 和 十 ixa， 其 中 略 二 为， 加 一 加， 
抽 于 二 1 一 Nz， 根据 已 证 的 (6), 名 与 如 都 是 实 函数 ， 因此 
( 1) 起 得 证 。 
现在 已 能 看 出 ， 在 复 共 思 之 下 4 是 封闭 的 。 
如 果 x 《 A, 记 y=xx*， 那 么 y==y*， 因此 有著 二 上 > 上 
取 tw 二 2"， 对 w% 施 行 归纳 法 ， 能 够 得 到 
ly"l= yr"™. 四 
再 应 用 谱 半 径 公 式 和 定理 2,2,.3 的 (c) ,就 有 | 外乡 外 。 一 上 ?十 。 因 为 
y 二 xwx*， 所 以 由 1》 式 可 得 =|]?。 从 而 有 - | 
| sls= 3D].= yl = |xx* j= | x 
皂 上 ?| 。= x] 上。 这 就 证 明了 映射 + :一 ?是 一 个 等 距 。 
因而 又 有 4 在 C(A) 内 闭 ， 
最 后 ， 应 用 Stone-Weierstrass 定理 就 得 出 结论 
A=C(A),. . 口 
82 | 


下 面 的 定理 其 实 是 定理 2.3.4 的 一 个 特 坎 。 在 叙述 中 含 著 地 
表达 了 Txenpqan 变 式 之 逆 的 意思 ， 其 目的 在 于 能 与 符号 运算 相 
联系 ， 

.2.3.5 定理 如 果 4 是 交 < 换 Ce- 代 数 ， 它 含有 这 样 一 个 元 ao 
由 x 与 ye 作成 的 多 项 式 在 4 内 稠密 那么 ， 公 式 
: 《17) ($f)^=Jf os 
定义 了 C(o( 罗 ) 到 4 上 的 一 个 等 眶 同 构 9， 它 对 于 每 个 了 《 C(o (x)》 
都 有 
(2) pf = 0/ *. 

此 外 ， 如 果 在 o (x) 上 /0) 二 4?， 则 将 有 wf ==%。 

证 设 入 为 4 的 极 大 理想 空间 ， 这 时 4 是 人 的 连续 通 数 ， 其 值 
域 为 r(%)。 假 设 抽 ,加 《人 并且 训 (如 ) 一 20) ; 灾 即 加 (2) 二 有 (%) ， 
那么 ， 由 定理 2.3.4 的 (2) 式 可 得 加 (x*) = 有 有 (w*)。 如 果 P 是 任 一 
由 x 与 4* 作 成 的 多 项 式 ， 则 进一步 将 有 

hi (Plx, %*)) 一 ha(P (%, %*) ) 。 
根据 题 设 ， 形 如 P(x, xse) 的 元 素 在 4 内 稠密 。 于 是 如 与 如 的 连续 
` 性 将 保证 ， 对 任何 》《 A 都 有 加 (2) = 有 如 (y) 。 因 此 加 =ha。 这样, . 
我 们 就 证 明了 4 是 一 对 一 的 。 既然 人 是 紧 集 ， 那 么 ， 还 可 以 推 知 
是 八 到 s(x) 上 的 一 个 同 胚 . 

所 以 ， 映 射 / rf o8 是 C(“(9 ) 到 C(A) 上 的 一 个 等 距 同 构 ， 
它 还 保持 复 共 斩 ， 

由 于 有 44=C( 人 入)， 因 此 各 个 fo 都 是 4 中 唯一 确定 的 元 素 的 
Tenpqan 变 式 ， 我 们 记 作 vw/， 它 满足 条 件 2 了 = 1。， 

利用 定理 2.3.4 的 (1) 式 , 将 有 (5/)*^=(p/)^-; 另 
一 方面 ， 又 有 (8) =f os= (fo9-=(9/)^-， 于 是 (2) 
式 得 证 ， 

如 果 / (2) 二 1, 那么 /0% 二 名 ,这 时 由 (1) 式 可 得 pf = 和 

加 

读者 从 定理 2.3.5 当 能 理解 ， 将 4 中 其 Texp 中 aaAx 变 式 为 1 o4 

的 元 记 作 / (x) 是 说 得 过 去 的 ， 今 后 要 经 常用 到 这 种 写法 ， 就 某 
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些 特 殊 的 代数 而 言 ,, 它 将 符号 运算 推广 到 定义 在 % 的 谱 上 的 任意 
的 连续 孙 数 ， 不 管 这 些 函 数 是 否 为 全 纯 的 ， 

平方 根 的 存在 与 否 ,常常 是 人 们 颇 感 兴趣 的 问题 ,这 一 节 最 后 
葛 定 理 给 出 了 一 个 简单 的 条 件 , 它 能 保证 在 具有 对 合 的 Banach 代 
数 中 ,每 个 自 伴 元 都 有 平方 根 ,并 且 这 个 平方 根 也 是 一 个 自 伴 元 ， 

2.3.6 定理 如果 交换 Banach 代数 4 有 一 个 对 合 ，x《 A， 
和 二 和 yj 并 且 5(2) 不 含有 实数 1 志 0， 那么 , 存在 7》《 4 使 得 7 一 ys*! 
yy 三 %。 

请 读者 注意 ， 题 设 并 未 要 求 对 合 是 连续 的 ;将 来 〈 定 理 2.。4， 
6) 还 会 看 到 ， 交 换 性 也 可 以 从 题 设 中 省 略 。. 

.证 设 品 为 全 体 非 正 实 数 的 集 在 C 内 的 余 集 。 存 在 这 样 的 
了 《EH(Q)， 它 满足 条 件 Cf G7)? 二 2, 并 且 , /GD) = 工 . 由 于 ow) 忆 
信 ， 我 们 可 以 按照 定义 1.5.3 的 《2 ) 式 确 定 y《 4 为 | 

(1) y= 三 
根据 定理 1。 5.4， 应 当 有 和 ?一 %。 以 下 只 4 须 求证 ye 一 和 

因为 Q 是 单 连通 的 、 所 以 由 解析 函数 论 中 的 _ Rae 定理 可 
知 ， 有 多 项 式 序列 {了 。 } 在 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 定义 


(2) 0.(0 = 二 {P, (1) +-P, (0) }. 


注意 到 /万 = /D5， 就 能 看 出 多 项 式 序列 {O。} 也 收 伍 于/。 由 
(2 ) 知 多 项 式 0 的 系数 均 为 实数 ， 记 


(3) | Pe , (一 1 2，…) 。 
里 然 x= 科 ， 那 么 也 有 ?= y# 。 根 据 定义 1.5.。3， 还 可 以 得 到 
(4) eh 


这 是 因为 G02) 一 了 (1) 时 有 0%) 一 f(x) 。 如 果 事先 已 假定 对 合 
是 连续 的 ， 则 自 伴 元 的 集 将 是 闭 集 ， 并 且 能 够 从 《4 ) 直接 推 知 
2*=y. 

设 R 为 A 的 根 、 再 设 x 4 >4/R 是 商 映 射 。 在 A/R 内 定义 一 
个 对 合 


84 


(5) [x (4) I* = (a*) (a€ 。 
: 如 果 a《 4 是 自 伴 元 ， 则 (4) 也 是 自 伴 元 ,在 $2.1.3 曾经 指出 商 
映射 是 连续 的 ， 所 以 (ya) 一 x (y) ， 由 于 4/R 同 构 于 ， 从 定理 
2.2.3 可 知 4/R 是 半 单 代数 ， 再 应 用 定理 2.3.3 就 得 到 4/ 尺 内 每 个 
叶 合 都 是 连续 的 ， 由 此 可 知 x(2) 是 自 伴 元 。 因 而 9) 0%. 
这 样 ， 我 们 就 知道 了 yy* 应 当 在 4 的 根 内 . 
按照 定理 2.3.2 的 (c) ， 记 ?= 一 zx 十 各， 其 中 w= 二 ww*, 9 二 中。 好 
果 我 们 能 够 证 明 w= 0, 那么 7 就 是 自 伴 元 ,现在 ，x= 多 又 可 以 写成 
(6) YY 一 2 一 多 十 27060。 
设 为 4 的 任 一 复 同 态 ， 由 于 y 一 二 220《 RR 项 v《 R， 即 h(v》 
=0。 因 而 59 [Ch(w) 】 题 设 0《o(x)， 即 (x) 天 0， 于 是 h(w》 
关 0。 由 定理 2.1.5 的 (0) 可知 ，w 是 4 内 的 可 逆 元 。 既 然 % 二 x*， 那 
么 (6) 式 理 涵 sko=08 再 写 出 "一 4: (wv) 就 得 到 2 二 0. 口 
推论 ”对 于 定理 2.3.6 中 的 x 和 ?来 说 ， 如 果 “(2z) 握 (0，co)， 
那么 也 有 so (9) 性 (0,0%)。 
证 ”由 定义 y= 了 (%) 与 谱 里 射 定理 即 得 。 


2.4 非 交 换代 数 中 的 交换 子 代数 的 应 用 


非 交 换代 数 并 不 排斥 有 交换 的 子 代 数 。 因 此 ， 交 换代 数 的 研 
究 成 果 有 可 能 应 用 于 非 交 换代 数 ， 至 少 是 能 够 应 用 于 其 中 的 一 部 
分 ， 即 其 交换 子 代 数 上 ， 就 所 考虑 的 问题 而 言 ， 如 果 还 能 判定 在 . 
交换 子 代数 上 得 到 的 结果 与 在 整个 ( 非 交 换 ) 代数 上 的 结果 相同 ， 
那么 ， 在 这 个 问题 中 ， 代 数 的 交换 性 将 不 影响 结论 .以 谱 论 为 例 ， 
我 们 的 注意 力 往往 集中 于 一 个 元 zk 4， 以 及 由 x 生 成 的 4 的 ( 闭 ) 
子 代数 B， 而 马 是 交换 代数 。 许 多 工作 都 是 在 BB 的 范围 内 进行 . 
预计 会 遇 到 的 困难 是 ，% 将 要 有 关于 4 的 谱 "4(x) 与 关于 B 的 议 
os(x) ， 这 两 个 谱 是 否 相 同 ? 定理 2.4.3 给 出 了 一 个 简单 的 回答 ， 

另 一 种 方法 见于 定理 2.4. 5" 它 适用 于 4 有 一 个 对 合 的 情况 。 

2.4.1 中 心 化 子 | 
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定义 ”如 果 5 是 Banach 代数 4 的 一 个 子 集 ， 则 S 的 中 心 化 子 
"(5) 是 4 的 另 一 个 地 集 : 
71(S) 二 {x 《A 每 个 s《 S 都 有 xs= sx} 
如 果 中 心 化 子 P(S) 的 任意 两 个 元 素 彼此 交换 ， 就 说 (5S) 
换 。 
2.4.2 定理 ” Banach 代数 4 的 任 一 子 集 $S 的 中 心 化 子 也 (3) 
有 下 列 性 质 : 
(9) 单位 元 e《 (5)， 
(5) (5) 是 4 的 一 个 闭 子 代数 ; 
(ec) SECr (TL(S))s 
(4) 如 果 政 (S) CS， 那 么 7"(S) 交换 ， 
(e) 如 果 S 交换 ， 那 么 T(T (5S )) 交 换 。 
证 (4) 显 见 。 
(6) 如果 % 和 与 每 个 *《 S 交 换 ， 那 么 44%, x+y 和 xy 也 将 如 
和 此 ， 又 因为 乘法 在 4 内 连续 ， 故 7(S) 是 闭 集 。 因 此 7 (S) 是 4 的 
一 个 闭 子 代数 ， 
《c) 人 对 于 每 个 y6P(S)， 都 有 sy=ys; 这 时 也 
就 有 8s《 卫 (PS - 
(d) 和 (S) ， 题 设 x, y《 S， 我 们 只 1 看 x CT(S)， 
y《5; 按照 "(S) 的 定义 就 有 XY》 = YX。 
(e) 如 果 S 交换 ， 必 定 SCI(S) 。 这 时 ， 凡 是 能 与 每 个 x《 
2 (S) 交 换 的 ， 也 将 能 与 每 个 s《 S 交 换 ， 所 以 P(S) 二 PP(S)) 。 
由 (起 可 知 PP (S) ) 交 换 ， 口 
2.4.3 定理 “如果 Banach 代数 4 有 一 个 交换 子 集 S， 记 
7"(T(S)) ==B; 那么 ， 对 于 每 个 x*《 B 都 有 oa(%) = o4(%)。 
证 显然 ， 只 须 证 明 ua(x2) Co4 (2%). 
“ 任 取 x《B。 设 1€o4(%), 这 侍 有 (% 一 46)- 下 注意 到 x 一 
4e《 互 以 及 中 心 化 子 的 定义 ,对 于 每 个 7 PS) 来 说 , {x 一 10) y= 
yY(G 一 16) 成 立 。 因 此 在 4 内 将 有 ?= (% 一 1e) -7 一 Me) 或 y(% 一 
240) -一 (% 一 ie) -1y。 而 最 后 一 个 等 式 表明 (% 一 40) 16 PP (S)) 
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=B, 即 4 €or(%). 兵 汪 二 口 
推论 1 如 果 Banach 代 于 9 有 二 个 元 满足 条 件 xy yx 
闭 么 ， 谱 将 有 下 列 包含 关系 ; 加 
a(XTJDICaO00 + oly) 
o(xy) Co(x) ol y) 

证 置 5={x, 外,B=T (7 (5))， i + y €B, xy €B. 

出 定理 8。4.3 可 知 ， 只 须 证 明 
oa(%+y) Cop(%) + oa(y), 
oa(XJ) Co 区 oa( 芒 ， 

由 打 B 交 换 ， 因 此 ， 对 于 每 个 2 《5 来 说 ,os(z) 是 .Texp 由 aax 
变 式 的 值 域 (Terpdaaz 变 式 现在 看 成 是 5 的 极 大 理想 空间 -的 
函数 ) ， 从 而 ， 由 等 式 

(% 十 沪 个 一 各 十 六 9) ~ 一 钞 | | 
就 能 得 到 预期 的 结论 。 口 
推论 2， 对 于 换 位 子 C* 来 说 ， 恒 有 
cgCJ CGO 一 5 
证 将 推论 1 应 用 于 代数 爱 (J 的 交换 元 忆 与 一 关 ， 由 于 
Cs: 二 RR 一 L.， 故 有 
oC CoR)—o(L), . 
但 在 $1.6.4 已 知 
. olL)=o(%) =o(R), . 
所 以 能 够 得 到 、 
oCICoH—oW, 口 
”2.4.4 定义 设 代数 4 有 一 个 对 合 * ， 这 时 

(i) 如 果 基 个 6 4 满足 条 件 %** 王 x*%， 则 称 x 为 4 的 一 个 正 
规 元 ; 

(ii)- 如 果子 集 SC4 交 换 ， 并 且 *《S 时 必 有 有 X%*#€ S, ' 则 称 3 为 
A 的 一 个 正规 子 集 。 

2.4.5 定理 和 如果 Banach 代 数 4 有 一 个 对 合 *,B 是 4 的 一 个 
正规 子 集 ， 并 且 作 为 正规 子 集 来 说 是 最 大 的 ， 那么 
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(a) 了 是 4 的 一 个 交换 闭 子 代数 ; 

(3) 对 于 每 个 x* CB， 都 有 ca(%) 一 wa。 | 

请 读者 注意 ， 这 个 定理 的 题 设 也 没有 眉 定 对 合 连 红 ， 然 而 仍 
能 证 明 B 是 闭 的 。 

证 容易 看 出 ， 如 果 x《 4 具备 以 下 两 个 性 质 

(1) YN%* = NP 

(ii) 对 于 每 个 ?人 B 都 有 x = yy%， 
就 将 得 出 zx《 B。 . 

这 是 因为 ， 当 x《 A 满足 这 些 条 件 时 ， 出 于 B 是 正规 子 集 ， 对 
于 任何 y《B， 都 有 x*y*=y*% 因 而 又 有 %*y 二 yx*, 这 样 ,BU {%， 
**} 也 是 正规 子 集 ， 既 然 B 是 最 大 的 正规 子 集 , 那 么 必定 x 《 B。 

显然 ， 一 切 %*《B 必 具 备 上 述 性 质 (让 ， (站)。 并 且 由 此 可 知 、 
5 的 元 素 的 和 与 积 仍 在 B 内 ， 因 此 B 是 一 个 交换 代数 。 

设 {%,}CCB 且 lms =%, 因为 对 于 所 有 的 》《B, x.y 二 yx 都 


成立， 而 乘法 又 是 连续 的 ， 所 以 能 够 得 到 sy = y%， 再 推导 出 
人 YY 二 《外 时) 齐 一 《和 也 训 ) 齐 一 和 训 
将 其 中 的 y 换 成 xn, 就 得 到 %exv = yoye， 取 极 限 后 即 为 x*% 二 %x*, 这 
就 是 说 ， 序 列 {xs} 忆 B 的 极限 元 * 《 B. 因此 B 是 闭 集 . (4) 证 论 、 
(5》 只 须 证 v3 (%) 己 04(%), 方法 与 定理 2.4.3 中 所 用 的 相同 ， 
氢 述 稍 有 改变 。 
任 取 zx《 五, 显然 e《 B, 因 而 由 任何 复数 ;作成 的 x-4e==2《 B， 
如 果 有 z-'《 4， 注 意 到 > 是 正规 元 时 2-: 也 应 是 正规 元 ， 又 因为 = 
可 以 与 每 个 《万 交换 ， 所 以 z~: 也 将 如 此 ， 那 么 就 得 到 z-!《 B. 
2.4.6 定理 “交换 性 ”可 以 从 定理 2.3.6 的 题 设 条 件 中 删 去 . 
证 根据 Hausdorff 极 大 性 不 理 ， 给 定 的 自 位 元 〈 因 而 也 是 
正规 元 ) x《 4 应 当 含 于 某 个 极 大 正规 子 集 B 中 ， 按 照 定 理 2.4.5， 
我 们 用 到 定理 2.3.6 时 ， 可 以 将 其 中 4 的 换 成 它 的 交换 子 集 B， 这 
样 ， 就 不 必要 求 整 个 4 是 交换 代数 ， 口 
这 个 定理 可 以 说 是 定理 2.4.5 的 一 个 应 用 ， 其 第 二 个 应 用 财 
是 要 对 任意 〈 不 一 定 是 交换 的 ) C*- 代 数 给 出 定理 2.3.4 (Tenb 中 ~ 
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ann-HaMmapx) 的 一 些 推论 。 为 了 行文 方便 ， 先 中 确 以 下 的 
定义 在 一 个 有 对 合 的 Banach 代 数 中 ， 陈 述 “x 过 0” 意味 着 
% 二 以 及 ao (%) CC0，co) 。 . . 
2.4.7 定理 ”对 于 任何 C*~ 代 数 4 来 说 ,以 下 结论 均 能 成 立 : 
《a) 自 伴 元 %*《 4 有 实数 谱 ; . 
(5)〉 正规 元 x 《 4 的 谱 半径 o (%) 二 上 % 四 9 . 
《c) 任何 y《 4 都 有 2(73 鸭 一 | 2 . 
(4) 如果 xp, v《 4 还 有 2% 产 0, 2 宇 0, 那么 也 有 w+ 2P0 
G) 任何》《 4 都 有 ?792203 
(了) 任何 y《 4 都 能 使 + 成 为 4 的 可 赣 元 。， . 
证 (a) 我 们 已 经 知道 ， 每 个 正规 元 x 《 4 都 含 于 一 个 极 大 正 
规 子 集 BCA 中 。 根 据 Texp 中 ax-Haiimapx 定 理 和 定理 2.4.5, B 作 
为 一 个 交换 C*- 代 数 ， 它 等 距 辐 构 于 B=CXCA)， 这 里 的 人 是 B 的 
极 大 理想 空间 ， 另 外 还 有 
(C1) o(2) =2( 信 ) (z € B), 
其 中 els) 是 关于 A 的 谱 ，3( 入 〉 是 将 z 看 作 B 的 一 个 元 时 ， 它 的 
Texp 中 aax 变 式 的 值 域 。 ， 
特别 是 ,如果 4 是 自 伴 元 ，Tezxpbaax-Haitapr 定理 已 经 指 
. 则 ， 这 时 的 和 是 A 上 的 一 个 实 值 函 数 ， 因 此 〈1 ) 强 涵 (4)、 
(2) 对 于 任何 正规 元 4 来 说 ，〈1 〉 又 将 涵 P= 外。， 
岂 于 B 与 等 距 ， 还 应 当 有 小。== 上 x 上。 因而? (%) 一 人。 
(c) 任 取 y《 4 因为 yy* 总 是 自 伴 元 , .所 以 由 (2) 可 得 
oyy = yy* = yl 
(@) 设 w, v《 A 且 # 守 0，2? 过 0 . 
置 z= wj , B= | 上 vj ,w=w+v, Y= 二 4+B. 这 时 有 ow) 性 
0，cx]。 并 可 推算 出 “ 
《2) .ol(ae—H) C0, ay, 
再 应 用 (5)， 又 将 得 到 上 ae 一 wa 经 过 同样 的 讨论 ， 可 得 
有 pe 一 中 志 8. 这 两 个 结果 合并 起 来 ， 即 为 
ax3) lewle. 
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由 于 w==w*， 结论 (q) ,ove 一 w) 应 当 是 实数 集 因此 ,可 
a 
(4) ove—w) CL—v, »]. 
然后 推算 出 (ze) CC0,2v]， 也 就 有 w 宕 0. 
(e) 置 * 二 yy*, x 是 自 伴 元 ， 如 果 B 是 我 们 求证 (a) 时 提 到 的 
那个 交换 C*- 代 数 ， 那么 , 是 人 上 的 一 个 实 值 函 数 . 按照 (D 式 ， 
下 面 只 须 证 明 在 人 上 的 #0. . 
由 于 B=C( 人 入 )， 因 而 存在 x《B 使 得 在 人 上 
《5) 2= |X| 一 4。 . 
根据 Trexnpg 中 ann-Haiimapk 定 理 ,. 2 应当 是 实数 ， 因 而 z= 二 2。 
再 置 | i 
(6) 2Y=W = + 


其 中 w, v 均 为 4 内 的 自 伴 元 ， 这 时 . 

(7) 一 YY ZXMO 一 22 
因而 又 有 

(8) Wo = 218° + 207 — Wt0# 


一 24%2 +20 — 22%, 
由 于 uw 二 w*， 按 照 结论 (4),o(w) 应 当 是 实数 集 。 从 而 由 谱 映 射 定 
理 可 得 w 宇 0. 类 似 地 ， 也 有 vr 宇 0. 由 ( 5) 式 还 能 算出 在 人 上 和 2% 起 
1。 愤然 2*《 B， 那 么 ， 按 照 (1) 式 ， 又 有 一 24Z0， 现在， 
只 要 将 结论 (4) 应 用 于 (83 ) : 式 ， 就 得 到 w*w 宇 0。 
但 是 ， 在 第 1 章 习 题 2 已 经 指出 . . 
ewwt) CI (zto) (IA{0}. 
因此 ww* 宇 0， 由 (7) 式 可 以 看 出 ， 这 意味 着 在 人 上 六 42>0， 根据 
站 5 ) 式 ， 这 个 不 等 式 仅 当 $= |%] 时 成 立 ， 也 就 是 22>0; ， 
(f) 是 (e) 的 一 个 推论 ， 因为 它 说 的 是 一 0 
口 
由 定理 2.4.7 的 (e) 容易 看 出 ， 对 于 Ce_ 代 数 来 说 ， 只 需要 很 
少 的 条 件 ， 就 能 使 得 在 一 个 亲子 代数 上 的 谱 与 整个 代数 上 的 谱 相 
等 ， 这 就 是 下 面 的 定理 。 
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2.4.8 定理 ”如果 C*- 代 数 4 的 一 个 闭 子 代数 B 满 号 似 尺 岗 个 
条 件 | 

{i)etB; 

( 立 ) 每 个 x*《 BB 都 有 %*《B， 
那么 ， 和 任何 %《 B 都 有 op(%) = 04(%). 

证 有 了 求证 定理 2.4.5 的 (5) 的 经 验 ， 我 们 知道 ， 只 须 取 9? 
《 厂 ， 假 设 y 在 4 内 有 可 逆 元 ， 然 后 设法 证 明 y :人 五. 

由 于 yy 在 4 内 可 着， 故 入 与 93* 在 4 内 也 都 可 道 ， 应 用 定理 
2.4.7 的 (e) ,将 有 dc4《yy*) 忆 (0, co),. 这 样 ,c4(7y*) 在 C 内 的 余 集 
是 连通 集 ,根据 定理 1.4.8 的 推论 ,就 能 得 出 oCyy*) = wa(33”)。， 
因而 (yy*)"!《B, 于 是 很 容易 得 到 3 二 yy*(yy*)-1《B。 

口 


2.5 正 泛 阔 


2.5.1 定义 | . 

实 泛 函 ” 设 Banach 代数 4 有 一 个 对 合 *， 则 A4 上 的 复 值 线性 
泛 函 (x) 将 称 为 实 泛 钞 ， 如 果 对 于 任何 x 《 4 都 有 

. f (x#) = fF), 

其 中 x* 是 x 的 伴 元 。 

显然 ， 实 泛 函 对 于 自 伴 元 取 实数 值 ， 

正 泛 函 ” 设 Banach 代数 4 有 一 个 对 合 *:， 则 A 上 的 复 值 线性 
泛 函 f(x) 将 称 为 正 泛 范 ， 如 果 对 于 住 何 x*《 4 都 有 

(xx*)>0. . 

2.5.2 定理 设 Banach 代数 4 有 一 个 对 合 *， 则 定义 在 4 上 
的 每 个 正 证 函 了 都 具 趟 述 性 质 ， 

《〈a) 7 2) 一 太 %)， 换 名 话说 ， 正 泛 函 必定 是 实 蕉 函 ; 

(DB) If (xy*) |2<S XN) f(y ys) (Schwarz 不 等 式 ) ， 

(c) 1/(%)|:< fe) NA) fe) 0 (NN); 

(4) 对 于 任何 正规 元 %《 4, 都 有 | 了 (%)| 志 f(e)P(%)。 
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证 〈4) 任 取 一 自 伴 元 456 4， 置 ?一 十 p， 则 有 

f(z2*)= ff((et+h) eth)*)=f (6) +2f (8) + fh). 

题 设 /是 正 泛 图， 所 以 f (zz*) 之 0， (6)=J (ee*) 之 0， f(r)= 
了 (ht) 之 0;， 从而/ (加 应当 是 实数 ， 

既然 任何 %《 4 均 可 表示 为 4 二 有 轴 二 ib:， 其 中 如 , 如 都 是 4 内 的 

自 华 元 ， 那 么 ， 由 二 一 :立即 得 出 
fx*) = fh) if (hz)= 7%). 

(0) f(xy*) 二 0 时 不 等 式 必然 成 立 ， 以 下 设 (xy*) 计 0， 

任 取 实数 4a， 记 8 = 二 f(xy*)， 利用 (a) 的 结果， 应 有 
B= Cxy*)=f (yx*)。 将 f(ax+ By)(ax+ By)*) 尝 0 展开 ， 得 

of (xx*) +aBf (xy*) af (yr*) + BPS (YY*)S0, 
也 可 以 写成 
of (xrx*) 十 2c | (YYy 量 ) | 十 | f(xy*) ys)220。 
扯 于 上 式 对 任意 实数 “都 能 成 立 ， 因 而 必定 是 
[fy*) 12<< (xx) f(yY*). 

(c) 第 一 个 不 等 式 其 实 是 Schwarz 不 等 式 中 y=e 时 的 特 款 ， 
我 们 来 求证 第 二 个 。 

任 取 e>0，e(pC(xx*) 十 e)e 一 x%*) 将 位 于 开 的 右 半 平面 内 ， 
根据 定理 2.3.6， 存 在 自 伴 元 x《 A 使 得 ww?= (Pp(%%*) 十 s)e 一 XU 
这 时 由 | 

fw)= fC(P(NX*) + e)e— XX*)>0, 
可 以 得 到 
f (Xx*)S(P XN) 十 <E) 太 (ec)。 
因为 * 是 任意 正 数 ， 所 以 
(CAYY Js (Ce)0(XX) 。 
. 将 此 式 代入 第 一 个 不 等 式 ， (2) 即 证 该 。 
(4) 如 果 x《 4 是 正规 元 ， 那 么 x%x* 二 x*%x， 根 据 定理 2.4.3 的 
-推论 1] ， 应 有 o (xx*)Colx)ol(x*)。 因此 
P(X%) SOX) P(XF) 一 ODN) 
城 立 ， 将 此 式 代 入 (c) 的 不 等 式 ， 就 得 到 
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2.5.3 定理 设 Banch 代 数 4 有 一 个 对 合 *， 则 定义 在 A 上 的 
每 个 正 泛 郴 /都 大 有 界 泛 函 。 特 别 是 ， 如 果 4 是 交换 代数 ， 则 有 
f=/f(e)， 如 果 对 合 满 足 条 件 | x* 站 8 xs 让 ， 则 有 上 了/ 
&B/f (0). 

证 ”我们 先 证 两 个 特 款 ， 

当 4 是 交换 代数 时 ， 定 理 2.5.2 的 (4) 对 任何 x 《 4A 均 能 成 立 ， 
因而 有 |f (x)1 志 fe) 上 x， 由 此 得 出 上 f 上 上 志 /Ce). 因为 el 
二 1， 由 定义 | 了 /| =sup|/ (2)| 又 可 得 EAA 所 以 


上 7 =f (0). 

如 果 上 和 起 志 8 有 x ,由 e (xx*) 志 上 % 上 | Eg Ee 可 以 看 出 定理 
2.5,2 的 蔓 涵 (c) 1 了 (x)[ 志 J (e) B81 上 ,因而 是 了 才 81:f (0). 

现在 来 考虑 一 般 情况 。 

首先 做 一 点 说 明 ， 前 已 指出 / (0) 之 0。 但 是 ， 如 果 /(e) 一 0， 
那么 由 定理 2.5.2 的 《〈c) 可 知 ， 对 于 任何 x*《 4 都 有 f(x) =0， 这 . 
时 | 7 上 =0。 因 此， 在 证 明 过 程 中 无 妨 设 /(e)>>0， 并 且 指 定 
(ea) 一 1. . 

设 4 内 全 体 自 伴 元 组 大 的 集 为 五 ,其 闲 包 记 作 五 ,显然 ,及 与 统 
都 是 实 向 量 空间 ， 并 且 由 定理 2.3.2 可 知 4= 及 + 及 ， 根据 定理 
2.5.2. 的 (a), 将 /限制 在 互 上 时 得 到 的 是 范 数 等 于 1 的 实 值 线性 泛 
函 ， 因 而 可 以 扩张 为 吾 上 的 实 值 线 性 泛 函 已 使 其 范 数 仍 等 于 1 ， 
我 们 能 够 确定 
(1》 F(y)=0 (y HNiH). 
为 紫 ， 设 7y= 1imws 二 Jim(ivs)， 其 中 wr《 耳 ，vn《 了， 这 时 3 一 > 
32，02 一 一 923 定理 2.5.2 的 (0) 和 (4) 冀 涵 
(2) [fd lf uf us+v03) Sutv: | —0. 
由 于 下 (y) 二 lim 了 (ws)， 因 此 (1) 式 得 证 。 

由 Banach 空 间 的 性 质 (参阅 [15) 的 8 5.20)， 存 在 一 个 常数 - 
7<co， 使 得 任何 x*《 A 都 能 表示 为 


一 
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(3 ) x=%1+ixs, wi EH, mEBH, wl + rlxl. 
如 果 % 一 & 十 纪 ， 其 中 2 6 五, 20《 及 ， 那 么 %1 一 4 与 % 一 v 都 含 在 门 
?万 内 ， 这 时 ， 应 用 (1 ) 式 就 有 

(4) fu)=F(%); f(v)=P(%)s 
从 而 得 到 

(5) f(t)=f 8 +if (0) =F(%) +iP(%). 

做 一 点 简单 的 推算 ， 就 有 
《6) [fx) {IF(x) + |F(%2) | 
z+x | 二 7 lx， 口 
值得 注意 的 是 ， 如 果 赋 范 代数 不 完备 ， 定 理 2.5.3 将 不 能 成 
立 。 关 网 直 - 田 方 增 的 〈 峰 范 环 论 ， 第 三 章 $ $ 5 介绍 了 一 个 反例 
本 章 习题 12 也 有 这 方面 的 信息 ， | 
下 一 个 定理 将 提供 正 泛 函 的 例子 ， 并 指出 它们 与 正 测度 之 间 
的 关系 ， 它 容纳 了 Bochner 有 关 正 定 国 数 的 经 典 的 定理 作为 一 个 
2.5.4 定理 ” 设 4 是 交换 Banach 代 数 ， 它 的 极 大 理想 空间 为 
Ai 它 有 一 个 对 合 *， 并 且 按 照 下 述 意 义 是 对 称 的 ， 
(1) h(x*)= CX) (x € A, BEA). 
记 4 上 的 正 沪 函 为 上/, A 上 的 正则 Bore] 测 度 为 4“， 置 
K={f:f()<1}, 
M= {nin(A) R11}. 
那么 ， 公 式 
(2) f= | 2 (x€A) 
A - 


确立 了 出 集 K 与 MM 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 并 将 极 值 点 变换 成 极 什 
点 。 - 
“因而 ，A4 上 的 积 性 线性 泛 函 恰 好 是 玉 的 极 值 点 。 
证 如 果 /《M, f 是 (2) 式 所 定义 的 ， 那 么 ，/ 显 然 是 线性 


的 ， 而 且 (1) 式 蔓 涵 (xx*) ~ 二 | 中, 歼 六 (xxue) = | 1 让 24p 
和 


0. 又 因为 (2) 二 (人 和信)， 所 以 A《 太 。 
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如 果 f 《KK, 那么， 按照 定理 2.5.2 的 (4)，f 在 4 的 根 上 的 什 
为 0。 因 而 ， 在 4 上 有 一 个 泛 函 六 对 于 一 切 *《 4 都 有 了 (%)= 
f(%)。 这 时 
(3) JF)1=1 70 S/o Cg) = fe) xls .x€A). 
内 此 可 见 ，7 是 C(A) 的 子 空间 4 上 的 一 个 线性 泛 函 ， 其 范 数 为 
Je) 。 将 这 个 泛 国 扩张 到 C(A) 上 ， 保 持原 来 的 范 数 , 于 是 Riesz 
表示 定理 将 给 出 一 个 正 则 Borel 测度 44， 其 由 41 = /ec)， 并 且 
满足 (2) 式 。 由 于 、 

(4) (A)= | edr=f(0)= ll, 
， 人 


故 ”4 之 0。 因而 x 《MY， 

由 于 题 设 的 (1 》 式 ，4 满 足 Stone-Weierstrass 定理 的 条 
件 ， 因 而 4 在 CC 信 ) 内 称 密 ,这 蕴涵 /是 由 J/ 唯一 确定 的 。 

显然 0 是 1 的 一 个 极 值 点 ， 其 它 的 极 值 点 则 是 单位 质量 所 集 
中 的 点 8《 人。 既然 4 的 每 个 复 同 态 都 取 4 3%( 有 ) 的 形式 , hp《 As 
那么 定理 已 经 得 证 ， 口 

本 节 的 最 后 一 个 定理 表明 ，K 的 极 值 点 是 积 性 线性 泛 函 ， 即 
使 对 合并 不 满足 (1 ) 式 。 

2.5.5 定理 设 4 是 交换 Banach 代数 ， 它 有 一 个 对 合 *， 再 
设 K 为 4 上 的 正 泛 销 当 中 满足 笨 件 /(e) 志 1 的 全 体 构 成 的 集 。 这 
村， 车 / 《下 ， 则 下 列 三 个 性 质 当中 的 每 一 个 都 蕴涵 其 余 两 个 ; 

” (a) 对 于 任何 x, y《 A， 都 有 f(xy)= 了 (x%) (3》) 

(5) 对 于 任何 %《 4， 都 有 7 50) 一] 7 

(c) f 是 K 的 一 个 极 值 点 。 

证 显然 (a) 蕴涵 (2). 

设 (2) 成 立 。 取 %=e， 将 有 J/(e)==/(e)*。 因 此 f(e)=0 或 
fle)=1, 车 f(e)=0， 则 由 定理 2.5.2 的 (c) 可 知 了 = 0， 这 时 /是 
KK 的 一 个 极 值 点 .再 考 虚 f (e) =1 的 情况 。 设 27= 六 + 7 (ff 
及)， 我 们 来 求证 f= 。 显然 f1(e)==1= (0)， 如 有 *《 4 使 
(x) = 二 0， 则 由 定理 2.2.5 的 (c) 得 到 
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(1) 二 Ce) (rw) SIS (N24) 2f (x) f(x*) =0, 
这 就 是 说 /1 与 /在 /的 零 空间 以 及 e 上 是 重合 的 。 因 此 广 = 
同 理 f;= /。 于 是 证 得 (2 蕴涵 (c) 。 
最 后 证 明 (c) 蕴 涵 (z)。 .| 
设 f 是 K 的 一 个 极 值 点 ， 若 /(e) 二 0, 则 =0， 这 个 了 当然 是 : 
积 性 的 。 剩 下 的 是 1(e) ==1 的 情况 。 我 们 先 求证 (4) 的 一 个 特 款 : 
(2) fxry)=f (xs) fy) (x A, yA). 
选取 适当 的 x 使 上 2x%x* || 之 1。 根据 定理 2.3.6， 有 这 样 的 x 
4 存在 ，z 一 简 且 有 =o 一 XX*。 定 义 
(3) Fly)=/ (x%*y) (y € A)., 
于 是 ， 有 
C4) F(YIY*) = (Xr Ts) = LAY (Ny*)) 0 
以 及 
(5) (f—P Cyy)= fe xx) yys = f (sy Ys) 
= f L(y) (7279] 之 0。 
既然 
(6) OF(O)=/ xx) Sf (0) | xx* | <1, 
那么 ( 4 ) 与 (5 ) 表 明 F 与 1 一 都 属于 KK。 如 果 F(e) 二 0, 则 FF=0。 
如 果 ，(e) >>0， 则 由 (6) 式 可 以 看 出 


二 . FE 一 /PF 
(7) f=F0. Fe + -7 pd pe 


是 到 的 元 素 的 一 个 巴 组 合 。 因 为 /是 极 值 点 ， 所 以 总 是 能 够 得 到 
(8) F=F(e)':f 
然后 从 (8) 和 (3) 就 可 以 推导 出 (2 ) 式 。 

至 于 由 (2 ) 向 (4) 的 过 渡 ， 只 须 借助 下 列 恒等式 当 中 的 任何 
一 个 即 可 实现 : 


(9) xz 一方 乙 ofzozot 


其 中 % 一 3，4, 5 oO 二 exp(272/n); % 《A 有 zp=e+w-?% 是 - 
4 内 的 对 合 。 
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恒等式 ( 9 ) 可 以 直接 验证 ， 注意 利用 众 所 局 知 的 事实 


<10) | 3 wr? 一 3 wp 二 0。 | 日 
p=1 P=s1 
习 题 


。 设 X 是 紧 卫 ausdorff 空 间 ， 试 找 出 之 的 六 子 集 与 CC(X) 的 
稻 理 想 之 间 的 一 个 自然 的 一 一 对 应 。 


2 ， 记 单位 贺 盘 U 的 闭 包 为 0。 设 于 1cs|<oo，/(2)= 
n=0 


To 对 每 个 z 《DU， 有 |f (|>>0， 又 1// (2)= 六 qr, 斌 


n=0 n=0 


证 >， Ila! <co。 


n=0 


3 。 试 证 在 多 圆柱 代数 4(07) 中 的 多 项 式 是 稠密 的 。 

提示 如 果 f 《A4(U") ，0<y<l f, 定 义 为 1f1(2) = 了 (2)， 
那么 ，f, 是 D0" 上 的 一 个 绝对 收敛 (因而 一 致 收 伍 ) 的 多 重 寡 级 
数 之 和 ， 

4 。 设 4 是 交换 Banach 代 数 ，x《 4,，/ 是 在 某 个 包含 了 区 的 
值 域 的 开 集 8CC 内 的 全 纯 函 数 。 证 明 存在 》《 A 使 二 os， 亦 
拖 ， 对 于 A 的 每 个 复 同志 都 有 (9) = (4 (2%)).。 

再 证 ， 如 果 4 是 半 单 代数 ， 那 么 y 由 x 与 了 唯一 地 确定 。 

5 。 设 4 与 B 都 是 交换 Banach 代 数 ，B 还 是 半 单 代数 ; py，4 
~ 了 3 是 一 个 同 态 ， 其 值 域 在 巨 内 稠密 ， 又 wa， 人 Aa 一 人 4 定义 为 

(oa) (2) = (X)) (Xt A, jEAD. 
轼 证 “是 Asz 在 人 4 的 一 个 紧 子 集 上 的 同 胚 。 
- (提示 ，? (4 在 3B 内 稠密 蕴涵 < 是 一 对 一 的 ， 并 且 As 的 拓 
站 是 由 元 素 (x) 的 Tenbgaaxzn 变 式 导 出 的 弱 拓 扑 ，%《 4。) 

若 取 A 为 圆 盘 代 数 ，B=CCK)， 其 中 丰 是 单位 阅 盘 中 的 一 段 

弧 e， 而 是 4 到 B 内 的 限制 映射 ; 那么 ， 这 个 例子 琳 明 <《Aa) 可 
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能 是 人 4 的 一 个 真子 集 ， 即 使 ?是 一 对 一 的 。 : 

找 出 一 个 这 样 的 例子 : (4) = 二 B， 但 是 atA3) 关 人 4 

6 。 我 们 曾经 指出 ，$ 2.2.7 的 例 2 中 的 4 天 C(A)， 试 给 出 
几 种 不 同 的 证 明 。 

7 。 完 善 $ 2.2.7 的 例 6 中 的 证 明细 节 ， 并 且 指 出 该 例 用 到 
Lebesgue 测度 的 哪些 性 质 。 试 问 ， 能 否 随 意 取 一 个 正 测度 来 替 
代 Lebesgue 测 度 ， 而 不 影响 其 结论 ? 

采用 该 例 的 记号 ， 证明， 对 于 任何 Bore[ 集 3 忆 A , 恒 有 和议 (5) 
二 仙 (S)。 因 而 ，Bore] 集 的 边界 是 零 测 度 集 , 

8 。 设 Cm 是 单位 区 间 50,1] 上 的 金 体 连 续 可 微 复 值 函 数 所 

1 = le+1 lw. 

Ca) 求证 CM 是 一 个 半 单 的 交换 Banach 人 代数， 并 找 出 它 的 
极 大 理想 空间 . 

(5 ) 选 定 p，0 志 所 1, 设 ] 为 满足 条 件 f (p) = 二 了 ' (9p) 一 0 的 
所 有 《CM 构成 的 集 。 求证 了 是 C 中 内 的 一 个 闲 理 想 ， 而 CY/J 
是 一 个 二 维 代数 ， 它 有 一 个 一 维 的 根 。 (这 就 得 到 了 一 个 半 单 代 
数 的 商 代数 不 再 是 半 单 代数 的 例子 。〉 试 间 ， CV/J 与 第 1 章 习 
题 18 中 的 两 个 代数 当中 的 哪 一 个 同 构 ? 

9 。 设 4 是 贺 盘 代数 。 与 各 个 /《 4 相 联 系 的 函数 J*《 4 定 
义 为 

f*(2) = f(D. 
这 时 ，f J* 是 4 上 的 一 个 对 合 。 试 问 : 

(4 ) 这 个 对 合 能 否 使 4 成 为 C*- 代 数 ? 

(5) ol(f f) 是 不 是 一 定 在 实数 轴 上 上 ? 

(c ) 就 这 个 对 合 而 言 ，4 的 哪些 复 同 态 是 正 泛 函 ? 

(4 ) 如 果 / 是 [一 1,1] 上 的 一 个 有 限 正 值 Borel 测度 ， 那 么 

i 
7 f Wanth 


是 4 上 的 一 个 正 泛 函 。 另外 还 有 没有 ? 
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10。 求 证 两 个 交换 知 等 元 之 间 的 距离 不 小 于 1。 
具体 地 说 是 这 样 ， 如 果 Banach 代 数 4 中 的 某 些 元 % 与 ?适合 
条 件 
WK, 人 
那么 “= 与 ‖x 一 之 1 二 者 必 居 其 一 。 
但 是 ， 如 果 xy 了 yx， 则 上 述 结论 未 必 成 立 。 试 证 之 。 
11。 如 果 Banach 代 数 4 中 的 某 些 元 x, y 满足 条 件 *y》=y%， 
那么 
p(Xy) EP (XP (y), 
P(X+y) EP(%) +p(y) 
必定 成 立 。 试 证 之 ， 
12。 设 上 是 一 个 足够 大 的 正 数 ， 在 C? 上 定义 名 = (wi, wz2) 的 
范 数 为 


- [wl =jz | 十 zz| 加 
设 4 是 全 体 2 阶 复方 阵 构成 的 代数 ， 相 应 的 算 子 范 数 为 
yl =max{| yw |: jw]=1},.; yA.. 


设 y* 是 y《 4 的 共 固 转 置 。 考 虑 一 个 固定 的 x* 《A4， 即 


0 如 
“路 
求证 以 下 各 项 陈述 ， 
Ca) 和 xceo) | =t| wl ， 因 而 xi =# 
(Bb) aol)={t, —t}=o(x*), 
(CcC) ol(xx*)= {1, £1} =0 (XX)s 
(ad) 0o (x+%*) ={1+#, —1—#}s 
《2 ) 因此 ， 在 定理 2.4.3 的 推论 1 和 习题 11 均 须要 求 交换 
性 ， 
(ff) 对 于 y《 4A， 如 果 F(y) 定义 为 y 中 的 四 项 数值 之 和 ， 
那么 天 是 4 上 的 一 个 企 泛 函 ; 
(8 ) 等 式 玉 = (2e) 不 能 成 立 ， 因 为 有 F(e) 一 2, FF (%) 
二 1+ 妇 ， 所 以 Fl 
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《及 》 如 果 区 是 4 上 人 金 体 满足 条 件 /(e) < 工 的 正 证 函 构成 的 。 
集 (就 象 在 定理 2.5.5 中 那 料 )， 那 么 KK 有 许多 极 值 点 ， 尽 管 0“ 
是 4 上 仅 有 的 积 性 线性 泛 函 。 因 此 ， 在 求证 定理 2.5.5 的 《c) 
蕴涵 (4) 时 要 求 有 交换 性 。 

13， 定 义 在 R* 上 的 复 值 函 数 $ 称 为 正定 的 ; 如 果 对 于 一 切 可 
能 选取 的 R* 内 的 x;, xX2,… ,%: 和 一 切 可 能 选取 的 复数 61 ,62， …，cr， 


2 ci $i) 0 ， 
i=1 


试 证 ， (@) 对 于 任何 *《 RR 都 有 |%(2)1<9(0); 

(5 ) R* 上 的 每 个 有 限 正 值 Borel 测度 的 Fourier 变换 都 是 
正定 的 ; 

Cc ) 如 果 5 是 连续 的 和 正定 的 ， 那 么 $ 就 是 一 个 有 限 正人 
Bore] 测 度 的 Eourier 变 换 。 | 

(提示 这 是 (5) 的 逆 定 理 ， 通 常 称 为 Bochner 定 理 。 证 
明 的 大 致 思路 如 下 。 

设 4 是 卷 积 代数 L'(R”)， 添加 了 单位 元 ， 与 $2.2.7 的 例 5 
中 用 到 的 一 样 ， 定 义 f(x) = f(—%). 证 明 

fi+ad > 十 Cc8 
是 4 上 的 一 个 对 合 ， 而 
J+ai | fodma tag(0) 
Ra 

是 4 上 的 一 个 正 泛 函 。 由 定理 2.5.4 和 § 2.2.7 的 例 5 可知， 在 RR。 
的 单 点 紧 化 人 上 ， 有 一 个 正 测度 4 使 得 ， 


| joam,+aot0)=| (f +a)an, 
R" A | 
如 果 o 是 x 对 R* 的 限制 ， 那 么 对 于 任何 f《 CR") 将 有 
| gam,= | 六 ie， 
Ra R# 
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鱼 而 4= “ 。 (其 实 ，/: 已 经 集中 在 R*+ 上 ， 所 以 o=/. 》 
(4 ) 设 P 是 R* 上 的 连续 正定 函数 4 当中 满足 条 件 $6(0) 志 1 
者 所 构成 的 集 。 找 出 这 个 凸 集 的 全 部 极 值 点 : 
14。 设 4 是 了 anach 代数 ，m 是 一 个 整数 、 m> 2, EK<%s 
对 于 每 个 x《 4 都 有 . 
xl "KI xj. 
试 证 ， 存 在 与 4 二 1,2,… 相 应 的 常数 ,<<oo 使 得 
xi *<K, | wr | (x € 4), 
(这 站 推广 了 定理 2.2.6 的 (6),。) 
15。 设 {ws} (一 co<w<co) 是 一 个 正 数 集合 ， 其 中 wo= 1， 
而 且 对 一 切 整数 ws, nx， 满 足 条 件 
Wm+n me 
再 设 4= 4{} 是 全 体 定义 在 整数 集 上 的 复 值 函数 /所 构成 的 集 ， 
它们 的 范 数 


|= le, 


太一 oo 
为 有 限 数 。 在 4 内 的 乘法 定义 为 


(Cf*g) (1) = Df (n— helk). 
天 一 oo 


(4) 试 证 各 个 4{ws} 均 为 交换 Banach 代 数 ， 
《5》 试 证 R, 二 lim(w,)"" 存 在 并 且 是 有 限 数 ， 为 此 可 以 党 
证 尺 , =inf(ws) 7, 


7 六 0 


《cc ) 类 似 地 ， 求证 R- 一 limw-s) "存在 ， 以 及 R_<R，， 


(2) 置 A={1 4C: R-14| 二 R;}。 试 证 人 入 等同 于 4{w,s} 
鹏 极 大 理想 空间 ， 并 且 Fexpdaaa 变 式 是 人 上 的 绝对 收敛 的 
Laurent 级 数 。 


《e ) 考 虐 {ws}: 的 以 下 几 种 选 法 ， 
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(i) w=1; 

(ii) ws=2" . 

(iii) zs 一 2"， 如 果 MND 0， 

zu 一 1 ， 如 果 z< 0 
(iv) zs 一 工 十 27223 
(V) zw 一 1 十 202， 如 果 MN 之 0， 
， 如 果 z< 0 

次 中 于 此 使 入 人 是 个 国 ? 又 有 哪些 选 法 使 得 4{ws} 是 自 伴 的 ? 
所 谓 自 伴 的 意思 是 ，4 在 复 共 斩 之 下 封 闲 。 

(f/f) 4{z 总 是 半 单 代数 吗 ? 


(8 ) 有 没有 一 个 4{ws}， 其 人 是 单位 贺 ， 且 使 4 完全 由 无 
穷 次 可 微 函 数 所 构成 ? 
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第 3 章 ”Hilbert 空间 上 的 有 界 算 子 


这 一 童 主要 是 研究 算 子 理论 中 经 常 涉及 到 的 一 个 重要 的 C" 一 
代数 ， 即 Hilbert 空间 五 上 的 全 体 有 界线 性 算 子 所 构成 的 Ban- 
ach 代 数 绍 (H)。 将 要 得 到 的 最 重要 的 结果 是 ， 绍 (H) 内 的 每 
个 正规 算 子 T 可 以 诱导 出 在 它 的 谱 o(7) 的 Borel 子 集 上 的 单位 分 
解 E ， 然 后 用 积分 法 重新 组 成 了。 本 章 的 后 一 部 分 充分 地 利用 了 
这 个 结果 。 定 理 3,7.3 可 以 看 作 C*- 代 数 的 表示 定理 ， 因 此 将 它 
作为 本 章 的 结束 语 。 


3,1 基本 概念 


这 一 节 辑 要 介绍 为 以 后 的 讨论 论 所 必需 的 Hilbert 空 间 H 和 定 
义 在 互 上 的 有 界 算 子 的 知识 。 更 详尽 的 投 述 可 以 从 住 何 一 本 泛 阳 
分 析 的 标准 著作 中 找到 。 
3.1.1 定义 复 向 量 空间 互 称 为 内 积 空间 或 本 空间 ,如 果 由 
五 内 的 各 个 向 量 x, y 作 成 的 有 序 偶 与 一 个 复 数 〈x, y) 相 联系 ， 
这 个 复数 称 为 * 与 ?的 内 积 或 旨 量 积 ， 并 且 遵守 以 下 规 出 ， 
(za ) (2 7) = (y, *%) ( 横 线 表示 复 共 轿 ).; 
(bY) (Yi 2 = (%, 2) + (y, 2)3 
(Cc) (lax, y=a(x, y) (oo); 
(C4) (x, 之 0，(% x) 二 0 当 且 仅 当 x= 0 
车 固定 y， 则 .(%, 》》 将 成 为 % 的 线性 国 数 ， 而 国定 x 了 时， (*， 
2) 将 是 % 的 共 斩 线 性 图 数 。 这 种 二 元 函数 又 可 称 为 半 双 线性 的 . 
如 果 (2 二 0， 就 说 4 正 交 》， 记 作 % 上 y。 由 于 (%, 》) = 
0 葡 涵 《yy, *) = 0， 因 此 关系 上 是 对 称 的 。 如 果 ECH， 又 FC 
互 ， 那 么 记号 已 | 民意 味 着 对 于 任何 4 6 与 任何 》 《8 都 有 x y。 
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另外 ， 记 号 E: 表 示 与 每 个 *《 E 正 交 的 y《 五 的 全 体 构成 的 集 。 
任何 内 积 空间 都 能 赋予 范 数 
x) = ce DY 
-下面 的 定理 8.1.2 草 涵 这 一 事实 。 
如 果 赋 范 内 积 空间 是 完备 的 ， 就 称 之 为 Hilbert 空间 ， 记 作 
五. 今后 ,如 果 没 有 其 它 的 声明 ,字母 万 仅 用 以 表示 Hilbert 空 间 ， 
.3.1.2 定理 内 积 空间 五 内 的 任何 两 个 元 素 凡 3 都 满足 不 等 式 


(1) | 切 | 委 下 xl 下 yl 《Schwarz 不 等 式 ); - 
以 及 0 
(2) x+ zl + yl 
此 外 ， 对 于 任何 +《 CC， 
(3) lyl<lax+yl 


起 立 ， 当 且 仅 当 x | y。 
证 置 <= (x，y)。 经 过 简单 的 计算 ， 可 以 得 到 
(4) olax+yl:= 1 | zl :+2R.(a2) + | yl?, 
在 此， 如 果 c=0， 则 (3) 成 立 。 如果 x= 二 0，(1) 和 (3) 
显然 成 立 。 如 果 x 关 0， 取 * 二 一 2/ 上 x?。 用 这 个 4 值 代入 (4》 
式 ， 将 得 到 
(5) oSlaxtyl:= | y) lel | xl. 
这 就 证 得 ( 1 ) 式 ， 同 时 看 到 了 a 关 0 时 ( 3 ) 式 不 能 成 立 。 景 后 ， 
将 (2) 式 两 端 平方 ， 就 能 看 出 (2 ) 式 是 (1) 式 的 推论 。 口 
由 Schwarz 不 等 式 立 即 可 知 ， 内 积 (x, ?7) 是 x, ?的 二 元 连 
- 续 诈 国 。 
有 了 内 积 的 连续 性 ， 就 很 容易 验证 : 如 果 ECH， E= 且 ， 那 
么 x.|E 时 必定 是 X= 0 。 
3.1.3 定理 任何 非 空间 册 集 ECH 都 含有 唯一 的 极 小 范 数 
TD， . 
证 首先 指出 ， 对 于 任何 *《 已, y《 五 均 可 由 范 数 定义 得 到 
平行 四 边 形 法则 
(1) x+yl?+ 下 和 一 l=2) sl*+21y 
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然后 ， 设 
d=inf{|| x||: x¢€E}. 


选取 zs《 E 使 上 zs 一。 由 于 E 是 册 集 ， 应 当 有 字 (zs+zm)《 玉 ， 


因此 | 2 十 ze 有: 宇 44*:。 如 果 将 《 1》 式 中 的 x 与 7 分 别 换 成 z4 与 

zm， 则 《1) 式 右 端 将 趋 于 44*， 于 是 ， (1 ) 式 莉 涵 {z,} 是 玖 内 

的 Cauchy 序 列 ， 因 此 它 收 敛 于 茶 个 z《E， 其 范 数 上 z= 二 4。 这 
个 z 即 为 所 求 的 极 小 范 数 元 ， 

假如 男 有 一 个 w《 Ew = 那么 序列 {2， w, 2, WwW, *°} 
必定 收敛 ， 因 此 w=z。 [i 

3,1.4 定理 ”如果 M 是 玉 的 一 个 闲 子 空间 ， 那 么 

H=MOBM+,. 

更 明确 地 说 ， 定 理 指出 ， 及 可 以 表示 为 任 一 闭 子 空间 MM 与 其 
正 交 补 M+ 的 直 和 〈( 记 作 外 )， 这 个 M+ 与 于 的 交 是 {0 

证 ” 设 瑟 CC 五 ， 注 意 到 《〈2 y》 作为 4 的 函数 所 具有 的 线性 ， 
即 可 推 知 E+ 是 五 的 一 个 子 空间 ， 而 内 积 的 洁 纪 性 内 获 酒 玉生 间 
集 ， 

如 果 %《 4 且 sk M+, 则 《x, %)==0， 因而 % % 一 - 0. 所 以 
NM:=1{0}. 

任 取 %《 五 ， 对 集合 x 一 则 应 用 定理 3 .1;3， 将 有 唯一 的 2 《MM 
使 | x 一 2 | 最小。 记 知 三 % 一 入 。 这 时 ， 对 于 一 切 y 《MM， 都 有 
上 下 委 lx +y | 下。 于 是 ， 由 定理 3.1.2 又 可 知 2 《+。 既 然 任 
何 元 x 《 瓦 都 能 分 解 为 % 一 为 二 和， 其 中 x1《M, x2 《M+， 那 么 就 
已 证 得 H=M@M!。 口 

推论 知 果 M 是 刀 的 一 个 用 于 空间 ， 郑 么 有 

MD)+=M. 
证 包含 关 系 MC (CM+)+ 是 显而易见 的 。 另 外， 由 于 
MOBM+:=H=M:@ (MY, 
MM 就 不 可 能 是 (M 才 + 的 真子 集 . : . 口 
下 面 的 定理 涉及 五 的 对 偶 空间 已 *， 
105 


3.1.5 定理 (Riesz 表 示 定 理 ) 有 一 个 从 日 到 H* 上 的 共 轿 线 
性 等 距 y 一 4， 由 下 式 给 出 ; 
(1) AX= (%, ») (x HH), 
证 如 果 y《 有 ,而 4 由 (1) 式 定义 ， 则 由 定理 3.1,2 的 
Schwarz 不 等 式 可 知 4《 五 *， 且 1 4 人 委 jy | ， 又 因为 有 
(2) | yl= (2 =49< 4) ly), 
所 以 上 a= 7， 
尚 须 指 出 ， 每 个 4《 卫 * 都 能 表示 为 《 1 ) 式 。 
车 4=0, 可 取 y= 0。 若 4 和 0， 设 - (4 为 4 的 零 空 间 ， 
根据 定理 3.1.4， 将 有 zk .人 (4)+，z 天 0 。 因 为 
《3) AV)2~ (ADX EN A) (tH) 
所 以 | 
(A%) (3, 2D) — (A2) (x, 2) = 0, 
这 时 ， 只 要 选取 
y= (2, 2) "1! (A2) 2 
就 能 保证 ( 1 ) 式 成 立 。 口 
3.1.6 定理 ”如果 {zs} 是 内 两 两 正 交 的 向 量 序列 ， 那 么 ， 
拟 下 三 项 陈述 当中 的 每 一 项 都 草 涵 另外 二 项 ， | 


(4&) Dxs 依 五 的 范 数 拓扑 收敛 


n=1 


C5) T lool:<oo 
了 2 三 1 


(Ce ) 对 于 任何 y 《五 ， 级 数 并 (x， 力 都 是 收敛 的 ， 


n=1 
因此 ， 就 两 两 正 交 的 向 量 的 级 数 来 说 ，〈4& ) 中 提 到 的 强 收 
敛 与 (c ) 中 提 到 的 弱 收 敛 是 等 价 的 . 
证 由 于 $ 关 7 时 (Yi, %)) 一 0， 故 2 时 将 有 等 式 
(1.) gat oot kml = No ?toe es 
成 立 ， 因 此 (5) 蕴涵 二 %。 的 部 分 和 构成 召 内 的 Cauchy 序 列 , 既 
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然 刀 完备 ， 可 见 (5 ) 蕴涵 (4)。 

Schwarz 不 等 式 表 明 《4 ) 蕴涵 〈2)。 

最 后 求证 (c ) 剖 涵 (53)。 为 此 ， 假 定 《c ) 成 立 。 定义 
As《 且 * 为 | 


(2) Ay= 2 YA) (yy EH, n=1,2,°). 
i=1 


-按照 (c),， {4A4my} 对 于 每 个 7《 五 都 收 但 ， 因 此 ， 由 Banach-~Stei- 
nbaus 定 理 推 知 { | 人。||} 是 有 界 的 。 然 而 


(3) i 4s = tt = x 
可 见 (c) 蕴涵 (2). 口 


下 面 将 简要 撤 述 五 空间 上 有 界 算 子 的 最 基本 的 事实 。 在 此 重 
申 ， 记 号 多 ( 瑟 ) 表示 的 是 Hilbert 空间 玉兰 {0} 上 的 全 体 有 界 
线性 算 子 了 所 构成 的 Banach 人 代数， 赋予 范 数 
T=sup{l Tx}: x€ HA, lx <1}. 
在 §3.1.9 中 将 要 说 明 ， 多 ( 且 ) 有 一 个 对 合 ， 从 而 使 它 成 为 一 个 
< 一 代数 。 
我 们 先 从 非常 简单 但 是 很 有 用 处 的 唯一 性 定理 开始 . 
3.1.7 定理 如 果 T《 绍 ( 且 ) 对 于 任何 X《 五 都 有 (TY x%) = 
0， 那 么 T= 0。 
证 任 取 z《 五 , y《 有， 由 Cr 由， Xt»)=0 可 以 得 到 
《1) (Tx, + (Ty, *) = 0., 
将 (1) 式 中 的 7 易 之 为 2y， 结 果 是 
(2) —ZiTx, y) +i(TYy, %) = 0, 
再 将 〈2 ) 式 乘 以 ;i ， 然 后 加 到 《1 ) 式 上 去 ， 就 得 
(3) (Tx, HW =0. 
狗 然 y 可 以 是 五 内 的 任意 元 ， 无 妨 取 y=7Tx， 这 时 〈 3 ) 式 化 为 
| 7xj ?= 0 。 这 表明 对 任何 %6 五 都 有 7Tx= 0 ， 因 此 7= 0 . 
| 
推论 如 果 S6 王 ( 百 )， 了 (党 ( 曲 ， 又 对 子 任 何 x《 五 都 有 
《Sx, 2) 二 (T%, %)， 那 么 S=T。 
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证 这 是 将 定理 应 用 于 算 子 S 一 了 所 得 的 结果 。 
0 
还 应 当 指 出 ， 如 果 纯 量 域 是 RR， 定 理 3.1.7 将 不 能 成 立 。 只 
须 考 查 民 :内 的 转动 ， 就 得 到 相应 的 反例 。 
3.1.8 定理 如 果 f: 且 x HBH 一 C 是 半 双 线性 的 ,又 是 有 界 的 ， 
即 


(1)  M=sup{tlf (x, |: x|=|yl=1}<%, 
那么 ， 存 在 唯一 的 S( 多 (及 ) 满 足 条 件 

(2) dd GE€H,y€H); 
以 及 上 Si= 


证 Tlf DIM | yy， 因而 对 于 每 个 y《 及 来 

说 ， 映 射 
>f (x, yy) . . 

是 互 上 的 有 界线 性 证 国 ， 其 范 数 不 超过 了 外 y 北 。 这 时 ， 由 定 理 
3.1,5 可 知 ， 每 个 y《 五 对 永 了 唯一 的 元 素 Sy 《及 ,使 (2》 式 
成 立 ; 并 且 上 Sy 上 所 My 。 显然 S: 五 一 及 是 可 加 的 。 如 时 
x(C， 那 么 ， 对 于 互 内 的 任何 x，? 都 有 
《YY SIy)) = f(x, oy) = f(x; 》) 二 & (x, Sy) = (x, ASy) . 
因而 S 是 线性 的 。 至 此 证 明了 SE 才 (H) 以 及 lsi 私 了 于. 但 是 ， 
还 有  :， | 
|f (x, 力 |=|(% sp <lisl [sy ell lsi yt; 
这 将 得 出 对 专 上 S| 所 以 SE =M。 “0 

3.1.9 伴随 算 子 如 果 T《 9B (0D)， 那么 7Z2, 9) 就 x 来 说 
是 线性 的 ， 而 它 就 》 米 说 是 共 思 线性 的 ， 并 县 有 界 。 因 此 ， 由 定 
理 3.1,8 可 知 ， 存 在 唯一 的 7*《 角 (H) ， 对 于 任何 x, y 《五 都 
有 . 
(1) (Tw, Y) = (%, Te 
以 及 
(2) 7*| = 1 

还 可 以 验证 了 7* 是 B(H) 上 的 一 个 对 合 ， 亦 即 ， 它 具有 
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座 下 性 质 ， 
(3) (T+S)*= T# Ss 
(4) (aT)*= a aT*, 
(5). 《SI 一 TS” 
(6) 一个， 
其 中 《3 ) 是 显而易见 的 。 经 过 实际 计算 
(aT'%, 切 一 (CTA y) =a(x, T*y) = (%, CT 
(STx, 3) = (Tx, S#y) = (xX,T*S*#Yy); | 
(T%, »)= (Tey, %) %) 一 《CO 了 = (T*#%, »), 
就 能 得 到 (4) ~ (6) 。 
任 取 x《 及， 由 
| Tx | := (7%, T%) = (T#*7%, DELIT*T)| 
可知] 过 上 7*7 1 但 是 ， 由 《2 ) 式 又 有 
[Tz7sT NT T= 7 
' 因 此 每 个 T《 家 (B) 都 使 得 
jz7*7 = 
成 立 。 
于 是 ， 我 们 证 明了 ， 采 用 〈1) 式 所 定义 的 对 合 了 | 一 7T* 将 
使 妥 ( 瓦 ) 成 为 一 个 C*- 代 数 。 
在 前 述 背景 之 下 ，7* 称 为 算 子 7 的 伴随 算 子 。 
应 当 强 调 指 出 ， 这 里 定义 的 T* 与 7 一 样 ， 都 是 了 H 空间 上 的 算 
子 ; 映射 了 一 7T* 是 共 轿 线性 的 ， 而 不 是 线性 的 。 
3.1.10 定理 T《 绍 (了 DD) 的 零 空 间 N(T) 与 值 域 鸳 (7) 及 
其 伴随 算 子 7* 的 零 空间 人 (7T*) 与 值 域 殉 (1*) 有 以 下 关系 : 
NN TH)=RT) + 
ND) = 统 (T*)1。 
证 机 了 当中 的 各 者 和 从 于 后面 下面 的 一 
项 ， 
(1) T*y= 08 
(C2) (%, T*y)= 0 (任何 x 《 HH)s 
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(3 ) (7'%, 人 一 0 (任何 %《 已)8 
(4) y ER 
因此 (74) 一 鹏 (TD+。 
由 于 7T** 一 ， 只 须 将 第 一 个 结论 中 的 了 换 成 Te， 就 得 到 

-fr CT) 一 静 ( 人 7 和 + 口 
3.1.11 定义 Tt 绍 ( 了 四 称 为 
(4 ) 正规 算 子 ， 如 果 TT* 二 TT*7， 
(65) 自 伴 算 子 (或 Hermite 算 子 ) ， 如 果 7# 一 73 
《5 ) 西 算 子 ， 如 果 了 #7 一 7 一 7T7T 其 中 7 是 玖 上 的 恒 等 算 
子 ; | . 

(4 〉 射影 算 子 ， 如 果 工 ?= 

显然 自作 筑 子 和 本 算 子 也 部 二 正规 算 子 这 一 章 将 要 给 二 
的 定理 ， 其 中 大 多 数 是 有 关 正规 算 子 的 。 
3.1.12 定理 : 对 于 正规 算 子 了 《组 (有 来 说 ， 以 下 各 个 命 
题 成 立 ; : 

C4) 任何 x%《 瑟 者 有 x 贞 二 目 2*x 1 上， 而 且 这 是 了 作为 正 
规 算 子 的 充分 必要 条 件 : 

(Cb) NDS=N TS RD +; 

《c ) 如 果 某 些 z《 五 与 ck C 使 Tx 二 ax， 那 么 T#% 二 x %; 

(4 ) 如 果 <,，8 是 7 的 两 个 不 同 的 特征 值 ， 那 么 ， 它 们 所 对 
应 的 两 个 特征 空间 彼此 正 交 。 . 

证 为 了 证 明 (a〉， 只 须 将 以 下 两 个 等 式 

| Tx | := (Tx, TH) = (T*TY, %) ， 
| T*% | ?= (CT#%,. T*%x) = (TT*%; %) 

和 1, 7 的 推论 结合 起 来 . (8 ) 显 然 来 自 (47 和 定理 3.1.10。 
将 《05 ) 中 的 7 换 成 7 一 x7， 就 能 得 到 《〈e ) 。 最 后 ， 设 

: Tw= Qa%, Ty= By 
并 且 利用 Cc) 推 异 出 

ox, J = (a%, y) = TH, 人 一 (0 Ty) 
= (%, PY) =B(%, y). 
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既然 < 天 68， 那么 必定 是 (x, y) = 0 ， 亦 即 z 二 yy 口 
3.1.13 定理 有 关 算 子 U《 绍 (H) 的 以 下 三 项 陈述 是 等 价 


和 的， 

(a) UU 是 西 算 子 ; 

(3) 声 (0) = 及 ， 并 且 对 于 任何 x*《H,y《 瑟 都 有 (Us, 
Uy) = (%, »); 

(¢) 家 (D) = 也 ,并 且 对 于 任何 x 《 五 都 有 [Ux|| = 
因而 UD = 1.， 


证 U 是 西 算 子 时 ， 有 UU* 二 TJ， 因此 吉 (D) = 二， 另外 , 还 

有 U*U=J， 于 是 
(Ux, Uy) = (%, U#UYy) = (%, »). 

这 就 证 明了 (4) 蕴涵 (8) 。 

显然 (5) 蕴涵 (Cc)， 

如 果 《〈2 ) 成 立 ， 那 么 ， 任 何 x*《 五 都 能 使 

(Us#U%, %) = (Ux, UX%) = | Ux|? 
= | x 上 = (%, 为， 

因此 U*U=I。 但 是 (c ) 还 蕴涵 0 是 从 瑟 到 及 上 的 一 个 线性 等 距 ， 
“所 以 在 鹃 (HE) 内 是 可 逆 元 。 于 是 ， 由 U*U 一 7 可 得 D-: 一 De， 
进而 有 UU*=T， 因 此 U0U 是 西 算 子 . 呵 

(4) 与 (8) 等 价 表明 ， 西 算 子 恰好 是 互 的 那些 能 够 保持 
内 积 不 变 的 线性 同 构 。 因 此 ， 它 们 也 是 五 空间 自 同 构 。 

(5) 与 (c)》 等 价 则 是 本 章 习 题 2 的 一 个 推论 。 

3.1.14 定理 和 j 影 鼻子 PC《 绍 (了 H) 的 以 下 四 个 性 质 当中 的 

每 一 个 都 丝 涵 其 它 

(a) 是 和 全 入 下 ， 

《5) 叫 是 正规 算 子 

(2) 弦 ( 忆 二 .NA(P)!; 这 个 性 质 通 常 表述 为 ， 了 是 一 个 
正 交 射影 算 子 ; 

(ad) 对 于 任何 %《 玉 都 有 (Px, »)= || Px | ’, 

证 (4) 草 酒 () 是 显而易见 的 ， 
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如 果 P 是 正规 算 子 ， 则 -Y ( 妃 一 宏 ( 记 + 因为 家 (站 三- 
< 一 疡 ， 而 7 一 局 是 线性 连续 算 子 ， 它 的 零 空 间 是 五 的 闭 线 性 子 空 
前 ， 所 以 宏 (P) 是 闭 集 。 这 时 ， 由 定理 3.1.4 的 推论 可知 (2) 蕴 : 
调 〈《ec)。 

如 果 (c ) 成 立 , 则 任何 x%*《 及 均 可 分 解 为 4% 二 y+ 其 中 yz 
县 Py= 0, .Pz==z， 因此 Px=z, 且 (Px，%) 二 (2, 有 )。 这 就 是 (4)。 

最后， 假设 (4 ) 成 立 。 这 时 
| Px | ?= (Px, %) = (x%, P*%) = (P*%x, 0) 。 | 
向 于 上 Px 上 ?是 实数 ， 所 以 最 后 一 个 等 号 是 合理 的 。 既 然 任何 %《 
且 都 有 “Px, 9 一 (Pex, 人 为， 那么 应 用 定理 3.1.7 的 推论 即 可 得 出 
P= Pr。 于 是 证 明了 (4 ) 更 酒 (4Z)。 : 口 

3.1.15 定理 ”对 于 自 伴 算 子 S6 朋 (了 ) 来 说 ， ST7=0 当 且 
仅 当 绝 (S) | 宛 (7) 。 

证 (Sx, Ty) = (%, STY), 口 

这 个 结果 将 要 经 常 应 用 于 S 与 了 都 是 正 交 射 影 算 子 的 情况 。 

这 一 节 的 最 后 一 个 定理 将 要 研究 红 (五 ) 的 交换 性 ， 

在 具有 对 合 的 Banach 代 数 中 ， 如 果 x，?y 是 交换 元 ， 则 xw， >* 
显然 也 是 交换 元 ， 因 为 有 x*y* 一 (y%)*。 若 是 再 问 ，% 与 y* 是 必 
交换 ? 答案 将 是 否定 的 。 只 须 让 x 不 是 正规 元 ， 且 了 到》 二 x ， 就 
得 到 相应 的 反例 .其实 ， 即 使 > ， ?都 是 正规 元 ， 答 案 仍 然 可 能 
是 否定 的 〈 参 看 本 章 习题 26 ) 。 但 是 ， 就 盈 ( 互 ) 而 言 ， 这 个 
命题 对 于 正规 算 子 却 有 肯定 的 结论 ， 如 果 N《 才 (HH) 是 正规 算 
子 ， 它 与 了 6 有 天 (有 交换 ， 即 NT=TN ， 那 么 将 有 Ne7 一 
TN*, 、 
然而 ， 我 们 还 可 以 得 到 下 述 更 为 一 般 的 结论 。 

3.1.16 定理 (Fusglede-Putnam-Rosenblun 交 往 性 定理 
如 果 M, N, T《 多 (HH)， 其 中 ,是 正规 算 子 ， 且 有 . 

(1) MT=TN, 
那么 ,必定 M*T=TN*.。 | 
证 首先 ， 任 取 S《 绍 (H)， 置 =5 一 se, 并 且 定 义 
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CD 


(3)  Q=expW) =D )r". 


n=0 
: 这 时 ， 由 V*= 一 到 可 得 
(3) Q*=exp(V =exp(—V) 一 0 
: 因而 是 西 算 子 ， 并 且 有 
(4) | exp(S—S*) l=1., 
当 《1) 式 成 立时 ， 由 归纳 法 可 以 得 出 
MiT=TN: (k=1, 2, *)。 
因此 又 有 
(5) exp(M)T=Texp(N), 
或 写作 
(6) T=exp’ —M)Texp(N), 
再 村 U, 二 exp(M* 一 .1), Us, 一 exp(N 一 N*)， 既 然 M, 入 都 是 正 
规 算 子 ， 那 么 由 6 ) 式 将 能 得 出 
(7) exp(M*)Texp(—N*) = UTU,, 
根据 (4) 式 ， 有 1 2 = 上 VU:|=1， 因此 (7) 式 花 注 
C8) | exp(Me)Texp( 一 Ms) | |7T,. 
现在 ,我 们 定义 “ 
(9) AD)= exp(1Me)Texp( 一 ANe) GE€O).. 
注意 到 题 设 条 件 中 的 M， 可 以 换 成 i24， aN; 因此 C8 ) 臣 蔓 洒 
G9) 志和 对 于 一 切 2《C 都 成立， 这 表明 /是 有 界 区 
(五 )- 值 整 函数 ， 根 据 定理 1.3.8 (Liouville), / (4) 应 当 是 常 什 
函数 ， 于 是 1 (4) = 二/ (0) 一 TT。 这 时 ，“《〈9) 式 变 成 
(10) expCM*)T=Texp(AN*) (1€C), 
因为 《16) 式 两 端的 4 项 的 系数 必须 相等 、 所 以 
M*T'=TN*, 品 
读者 也 许 已 经 注意 到 ， 上 述 证 明 过 程 中 没有 用 到 有 更 ( 互 ) 的 
并 非 每 个 C*- 代 数 都 具有 的 性 质 ， 但 是 ， 因 为 有 后 面 的 定理 
3.7.3， 本 定理 不 可 能 再 做 实质 性 的 推广 。 
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3.2 单位 分 解 


3.2.1 定义 

设 9i 是 集合 8 内 的 o- 代 数 。， 骂 的 元 素 的 可 列 集 族 {oi} 称 为 
的 一 个 划分 ， 车 o = 二 Uw;， 且 当 1 了 I 时 wi 站 0; 二 0， 

m 上 的 复 测度 /是 Wi 上 的 一 个 复 涵 数 ， 使 得 


(1) Hp(o) 一 > HA(on (wv€ mM) 
i=1 


对 于 。 的 每 一 个 划分 {%;} 都 能 成 立 ， 

实际 上 ， 定 义 要 求 级 数 〈1 ) 绝对 收敛 。 因 为 当下 标 改变 顺 
序 时 ， 诸 集 o; 的 并 仍 是 。， 所 以 级 数 〈 1 ) 的 每 一 种 排列 都 必须 
夏 敛 ， 

所 谓 在 驶 上 的 单位 分 解 ， 力 是 映射 

E: M—H%(H), | 
且 具 备 下 列 几 个 性 质 ， 

(@) 玖 (GO)=0， 瑟 (8) 一 六 

(5) 各 个 E(w) 均 为 自 伴 射影 算 子 ， 

(e) E(w’ No)=E(w’)E(w’")! 

(4) 著 o No 一， 则 有 E(w Uo)=E(%’)+E(w*); 

(6) 对 于 一 切 x 《及 ，y《 且 ,定义 集 孙 数 E。,, 为 

Es,y(®)= (E(w)%, »), 
这 是 上 的 一 个 复 测 度 ， 

当 9 是 紧 或 局 部 紧 的 HHausdortf 空间 上 的 全 体 Borel 集 物 成 
葛 一 代数 时 ， 遂 常 还 要 对 (e》 附 加 另 一 个 条 件 ， 每 个 E.,, 都 是 正 
则 Borel 测度 。 例 如 ， 在 紧 赋 范 空间 上 ， 这 个 条 件 能 自动 地 得 到 
满足 ， 

由 性 质 (a) 一 (e) 可 以 立即 得 出 以 下 推论 。 

I 。 既 然 各 个 E(w) 均 为 自 伴 射影 算 子 ， 那 么 应 当 有 
《2) Eso)= (E(w)%, x)= | ECo)xl|l’: (x€ HH)., 
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所 以 每 个 E,,: 都 是 了 上 的 正 测 度 ， 其 全 变 差 为 
(3) EE =E,,.0)= xz? 
工 ， 由 (c) 可 知 ， 各 个 射影 算 子 忆 (o) 彼 此 是 交换 的 ， 
于 如果 w' 们 w= 名 ,那么 (4) 和 (0) 表 明 E(w') 与 E(w*) 的 
值 域 正 交 。 
。 由 (@) 可 知 ， z 是 有 限 可 加 的 ， “ 
进一步 自然 会 想到 ， 忆 是 否 为 可 列 可 加 的 ? 亦 即 ， 级 数 


(4) | 号 Flow 


能 否 按 照 多 (五 ) 的 范 数 拓扑 收敛 于 已 Co)， 其 中 的 o 是 各 个 彼此 
不 相交 的 集 ws 跌 的 并 集 。 由 于 射影 算 子 的 范 数 或 者 是 0， 或 
者 至 少 是 1 ， 级 数 (4 ) 的 部 分 和 将 无 法 成 为 Cauchy 序列， 除了 
一 切 有 限 多 项 中 的 已 (ov) 都 等 于 零 这 种 特 款 。 因 此 互 不 是 可 列 可 
加 的 。 但 是 ， 选 定 x《 五 然后 考虑 E(w)x 时 ， 却 有 不 同 的 结论 。 

仍 设 o 是 一 列 彼此 不 相交 的 集 {ozCo 的 并 集 。 由 于 4 天 和 te 
时 下 (oo) 巨 (ov)= 0， 因 而 已 (oo)Y 与 妃 (om)YX 正 交 。 再 由 (e )， 
对 于 任何 7《 五 都 有 


oo 


(5) > (E(w)%, y= (E(w)%, y)。 
n=1 


这 时 ， 应 用 定理 3.1.6 就 可 以 得 到 


C6) DE(wr) X=E(0)%, 
n=1 


以 及 级 数 (6) 依 瑟 的 范 数 拓扑 收敛 。 
于 是 ， 我 们 证 明了 下 面 的 定理 。 
3.2.2 定理 ”如果 是 单位 分 解 ， 那么 对 于 网 定 的 《及 来 
说 
wW IE(w)x | : . 
是 mM 上 的 可 列 可 加 的 五- 值 测度 口 
至 于 零 测 度 集 ， 则 可 以 用 通常 的 方式 处 理 ，。 
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推论 设 E 是 单位 分 解 、 wa € WM, E(ws)=0(%=1, 2, **) 
有朋 %= U 了 那么 已 (wo) 一 0 。 


证 .由 于 E(w,) 二 0 (w= 二 1,2,…)， 因 此 对 任何 * 《五 都 有 

Es(w0r) 二 0。 既然 E(o) x 是 可 列 可 加 的 ， 又 可 以 得 到 E.,:(%) ， 

二 0。 得 是 ， 由 于 ECo)xj 上 ?=a(w) 以 及 x 的 任意 性 ， 必 定 缠 
致 E(w) 二 0。 1 | 口 

3.2.3 代 数 L”*(E) 

设 E 为 前 述 吕 上 的 单位 分 解 ， 再 设 / 为 & 上 的 复 半 -可 测 
函数 。 有 可 列 个 开 圆 盘 1D;}。 按 照 C 的 拓扑 ， 它 们 构成 一 组 基 
底 ， 设 是 使 FE(f-1 4D;)) = 0 的 诸 D; 的 并 集 。 根 据 定理 3.2.2 
的 推论 ， 有 E(f~i(V)) =0。 而且 V 是 C 的 具有 这 一 性 质 的 最 大 子 
集 . 

按照 定义 ，j/ 的 本 性 值 域 是 7 的 补 集 。 它 是 C 的 包含 /( 力 的 
最 小 的 闭 子 集 ，f (对 于 几乎 所 有 p《 都 有 意义 ， 这 就 是 除 
去 那些 在 某 个 集 o《 台中 而 忆 (o) = 0 所 余 的 侈 体 PE QR。 

和 如果/ 的 本 性 值 域 是 有 界 的 ,我 们 就 说 它 是 本 性 有 界 的 ,因而 
也 是 紧 的 。 这 时 ， 让 1 遍历 /的 本 性 值 域 ，141 的 最 大 值 称 为 了 
狗 本 性 上 确 界 ， 记 作 上 |。 

设 B 是 上 的 全 体 有 界 复 qi- 可 测 函 数 构成 的 代数 ,赋予 范 数 

[fl =sup{lf (1:p Ee RQ}, 
容易 验证 8 是 一 个 Banach 代 数 ,. 而且 
N={/ €B: 17 .= 0} 

是 了 3 的 一 个 理想 。 由 定理 3.2.2 的 推论 可 知 ,， 是 闭 集 。 因 此 B/N 
是 一 个 Banach 代 数 ， 通 常 将 它 记 作 Z”(E)， 

这 样 ， 在 L”(E) 中 ， 任 何 辽 和 集 C)= 了 +N 的 范 数 都 等 于 
| 1 -， 而 且 它 的 谱 “(C) 就 是 了 的 本 性 值 域 。 与 通常 在 测度 
论 中 的 做 法 一 样 ， /与 其 等 价 类 [ 厂 ] 之 间 的 差别 可 俯 忽略 。 

3.2.4 定理 如 果 巨 是 定义 3.1.1 中 所 述 久 上 的 单位 分 解 ， 
那么 公式 


1#36. 


(1) (GPx DNSaE,, eH,yEH) 
总 


将 确定 一 个 从 Banach 代 数 L”(E) 到 2 (下 ) 的 一 个 闭 的 正规 子 代 
数 4 上 的 等 距 同 构 汐 。 这 个 同 构 还 满足 条 件 

(2) 2 站 =oe (EECB)) ， 
以 及 

《3) yf x ?= | [ff laE.,,.. 

{03 


此 外 ， 任 一 算 子 0《 家 ( 古 ) 与 每 个 E(w) 交 换 ， 当 县 仅 当 Q 与 
每 个 (了 ) 交 换 . 
公式 (1) 有 时 简写 成 


(4) yD =| ap. 
和 


还 可 以 提示 一 下 , 按照 定义 2.4,4， 禾 (日) 的 正规 子 代数 4 应 
当 是 一 个 交换 代数 ， 并 且 T《 4 的 同时 有 7*《 4， 

证 首先 设 {o1, @,…,%o} 是 有 2 的 一 个 有 限 划分 , 诸 wi 《 3 
又 设 s 为 简单 函数 ， 即 在 wo; 上 S = ar。 定 义 色 (33《 家 (五 ) 为 


(5) 网 (3 DSACHR 


i=1 


由 于 各 个 已 (o) 是 自 伴 算 子 ， 因 此 


(6) PAQLE DLEACHE TAGR 


i=1 
如 果 {ov， wz， ,wm } 是 由 的 另 一 个 有 限 划 分 ， 又 设 在 w; 
上 上 二 Pi， 那么 
多 (3) 几 从 一 > ADACHIACH 


了 
一 2, oiBiE (ow: (1 0))。 
1 
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由 于 st 是 简单 函数 ， 即 在 ;站 0。; 上 取 值 <:8;， 因 此 得 到 
(7) CAL A AIR 
经 过 类 似 的 讨论 ， 还 能 得 到 
(8) las+Bl) =ag(s) + PSH). 
任 取 x 《五 ，y 《及 ，(5) 式 将 导致 


《9) G8)%, 9) = 2 oilE wi) x, y) 
‘=!1 


一 2 Cr (oz) 


由 (6) 和 (7)， 又 有 
(10) PAQIIAOETAGTAIOE TIETADNDE 
于 是 ;从 《39) 式 将 引出 
(11) | ¢ C8)%)) := (9 (8) *¢ (5) x, %) 
= (Gg (|s|?)%, %) 


= | saE.,.. 


Ee 

这 时 ， 利 用 定义 3.2.1 中 的 公式 〈3) 可 以 得 到 
C12) esi<lsl lx). | 
另 一 方面 ， 如 果 x( 弦 (E(w;))， 由 于 各 个 射影 算 子 lwo) 的 值 
域 彼此 正 交 ， 应 当 有 
(13) Gs) N= E(w;) X= AiX, 
倘若 选取 某 个 记 使 | ai,| = ss。， 那 么 ， 由 (12) 和 〈13) 就 能 
得 到 
(14) 站 2 Cs) = sl 

现在 ， 设 /《L*(E)， 有 一 简单 可 测 函 数 序 列 st 依 Z” (五 ) 的 
范 数 收敛 于 /。 由 (14) 可 知 ， 对 应 的 算 子 序列 g (si) 在 绍 ( 友 内 
构成 一 个 Cauchy 冶 列 ， 因 而 依 范 数 收 敛 于 一 个 算 子 ， 我 们 记 之 
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为 (容易 看 出 ,2( 思 并 不 依赖 {st} 的 特定 选 法 。 如 将 〈147 
式 中 的 s 换 成 st， 再 让 ss 一 六 就 得 到 
(15) ls = fl.. 

由 于 各 个 E,,, 都 是 有 限 测 度 ， 如 果 将 (9 ) 式 中 的 换 成 su 
然后 取 极 限 ， 就 可 以 得 到 (1) 式 ; 而 (2 和 (3) 则 来 自 (6) 
和 (11) 。 又 如 有 界 可 测 函 数 f 与 & 是 由 简单 可 测 函 数 s 与 1 依 
ZL”(E) 的 范 数 去 逼近 和 的， 那么 ， 用 与 8 蔡 换 s 与 二 之 后 , (7) 
和 (8) 仍 能 成 立 。 

至 此 证 得 ，Y% 是 ZE) 到 多 (及) 内 的 一 个 等 距 同 构 。 因 为 
ZL*(E) 完 备 ， 所 以 由 (15) 式 可 知 ， 象 集 4= $1° (EB)), 在 乡 (H) 
内 是 闲 集 。 

最 后 ， 如 果 Q 与 每 个 E(w) 交换 ， 那么 当 s 是 简单 函数 时 ， 
0 将 与 5 (s〉 交换 。 因 此 ， 前 面 用 到 的 逼近 过 程 将 能 证 明 Q 与 4 的 
每 个 元 都 交换 。 ， DD 


3.3 谱 定理 


这 一 节 将 要 叙述 本 章 最 重要 的 结论 ， 五 空间 上 每 个 有 界 正 规 
算 子 了 可 以 次 导出 在 它 的 谱 v(7? 的 Borel 子 集 上 的 单位 分 解 瑟 ;并 
县 能够 用 定理 3.2.4 中 讨论 过 的 那 种 类 型 的 积分 重新 组 成 下 。 正 
规 算 子 理论 的 很 大 一 部 分 要 依靠 这 个 事实 。 

如 所 周知 ， 算 子 7《 家 (五 ) 的 谱 ”(7) 当然 是 要 顾及 整个 代数 
绍 (H) ， 因 为 《ol(7T》 当 且 仅 当 7 一 17 在 家 ( 互 ) 内 没有 逆 算 
子 。 然 而 ， 如 果 考 虑 锚 ( 瓦 ) 内 的 闭 子 代数 4 它 有 可 加 性 ， 
764，7《4 的 同时 有 Ts*《 了 (这 种 代数 也 可 称 为 * -代数 ); 由 . 
于 多 (8) 是 一 个 C*- 人 代数， 那么 ， 定 理 2.4.8 已 经 证 明 0 (TT) 二 
oz(T) 。 因 此 ， 对 于 络 (H) 内 一 切 含有 了 的 闲 ” 代 教 来 说 ， 了 的 
谱 都 是 相同 的 。 

3.3.1 定理 各 果 4 是 名 ( 且 的 一 个 闲 正规 耶 代 数 , 它 含有 三 
等 算 子 7， 又 设 人 为 4 的 极 大 理想 空间 ,那么 以 下 的 论断 是 正确 的 ， 
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(a) 存在 唯一 的 在 人 的 Borel 子 集 上 的 单位 分 解 五 ， 所 有 的 
Z 《4 都 满足 


CD T=|fas 
人 A 


其 中 的 人 是 7 的 Ferpdax 变 式 ， 与 定理 3.2.4 中 的 记 法 一 样 ， 公 
式 (1) 意味 着 


(2) (Tx, y) = | 人 BF， ‘(x€H,yt Hh, 
人 


(5) 每 个 非 空 开 集 wCA 都 使 已 (o) 天 0; 

(c) 算 子 S《 珂 (本 与 每 个 六 《4 交换 ， 当 且 仅 当 S 与 每 个 
射影 算 子 E(w) 交换 。 

证 ”我们 约定 ， 证 明 的 叙述 中 x《 瑟 ，y《 五 ， T《 4， 以 后 
将 不 再 装 述 。 

由 于 委 (ED) 是 Ce- 代数 ， 指 定 的 4 应 是 交换 C* -代数 。 根 据 
定理 2.3.4 (Texrpdaam 一 Haitapk) ，7 一 个 为 4 到 C(A) 上 的 
一 个 等 距 *- 同 构 。 这 上 时， 由 | 全 中 -一 下 了 上 可 知 
《3) LT >(Tx, ») 

是 C(A) 上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 其 范 数 短 由 xz 下 1 3 站。 于 是 ， 
有 界线 性 泛 函 的 Riesz 表示 定理 (参看 C14) 的 定理 6.19〉 将 保证 
和信 上 有 了 唯一 的 正则 复 Bore] 测 度 4:,y 使 得 


(4) (ZT'%, ) = | Par,y, 
人 a 


当 全 为 实数 值 时 ，Z" 是 自 伴 算 子 ， 因 而 (Tx, y) 与 (Ty, z) 是 
一 对 共 斩 复 数 。 这 就 有 
(65) lxyy 一 [yoxw 

就 固定 的 T《 4 而 言 ，〈4 ) 式 左 端的 内 积 对 于 ”来 说 是 线 
性 的 ， 对 于 》 来 说 则 是 共 思 线性 的 。 因 此 ， 测 度 2:,y 的 唯一 性 昔 
涵 ， 对 于 每 个 Borel 集 oCCA 来 说 ，x.,, (%) 是 半 双 线性 证 邱 。 既 
然 上 zy | 志 上 x yi ， 那 么 人 上 的 每 个 有 界 Borel 函 数 / 所 作 
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亚 


出 的 
(6 (yans 
人 


应 当 是 五 上 的 有 界 半 双 线 性 泛 函 。 按 照 定理 3.1.8, 这 时 了 将 对 应 
于 一 个 算 子 @ (J)《 绍 (H)， 使 得 


(7) (BD%, WD= far,. 
人 


将 此 式 与 (4 ) 式 相 比 较 ， 即 可 得 出 
(8) BH)=7., . . 
因此 ，% 是 从 C ( 八 ) 到 A4 上 的 映射 全 :> 了 的 扩张 。 

如 果 了 为 实 值 阅 数 ， 那么 (5) 式 宕 明 (Cf)%, 沪 与 
《® (了 /)y, 是 一 对 共 胃 复 数 。 这 意味 荐 中 (f) 是 自 伴 算 子 。 

下 面 来 验证 ，@ 关 于 任意 两 个 有 界 Borel 函 数 /与 &， 有 等 式 
《9) Bf0)=D De) 
成 立 。 " 
我 们 知道 ， 对 于 S, T《 4， 恒 有 〈S7)7 ^ 一人。 因此 (4) 
式 董 洱 
(10) | $f,, = (STx, ») 一 | Sadrsy, 

和信 . . . 人 


由 于 4= C(A)， 比 较 上 式 的 左 、 右 两 端 ， 就 得 到 
(11) Par,,, = dirs,y. . 
这 时 ， 如 将 (10〉》 式 积分 中 的 $ 换 成 1， 等 式 仍然 成 立 ， 因 此 


(12) | f Far,,= | f drirs,y = (中 (f) Tx, 从 
A 人 


= (Tx, 2) = | 全 zs 
人 A 


其 中 z = 多 (/)*y, 经 过 相同 的 推理 还 可 以 证 明 ，(12) 式 中 的 个 
换 成 任 一 有 界 Borel 函数 8 以 后 ， 其 中 第 一 个 积分 与 最 后 一 个 积 
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分 应 当 相 等 ， 从 而 可 得 


(13) (Df ex, 一 | fgdtii,y = | gqd /ts 
人 人 
| = (@ (8) %, 2 = (P(N P(e) 和 9)。 
于 是 〈9 ) 式 得 证 。 本 
现在 来 定义 已。 如 果 o 是 人 的 一 个 Borel 子 集 ， 设 /为 。 的 
特征 函数 ， 置 已 (o) = (/) 。 下 面 将 验证 E(w) 具有 定义 3.2.1 中 
规定 的 几 个 性 质 。 
在 (9) 式 中 ， 若 /与 g 分 别 是 A 的 两 个 Borej 子 集 0, o 的 


特征 函数 时 ， 就 得 到 E(o 站 wo') =E(o)E(w’)。 其 特 款 o=。% 家 


明 每 个 巨 (o) 都 是 射影 算 子 。 又 因为 六 取 实 值 函 数 时 ，®B(f) 是 
自 伴 算 子 , 所 以 E(w。) 是 自 伴 射影 算 子 .如 果 w 与 % 有 2 间 % 一 允 ， 
特征 函数 的 性 质 将 保证 E(w Uew’)= 二 E(w) E(w’)。 显 然 E( 儿 ) 
= 中 (00) = 二 0。 至 于 E( 人 入) =T， 则 容易 由 “8 ) 式 得 出 。 当 《7) 
式 中 的 了 取 为 人 的 Bore] 子 集 。 的 特征 范 数 时 ， 将 有 
(14) (E(w)%, VY) = Ar,y (0) 。 
所 以 五 确实 是 一 个 单位 分 解 。 

现在 ， 只 须 将 〈14》 式 应 用 于 〈4) 式 ， 就 看 出 上 述 的 EE 清 
足 (2)》 式 。 

倘若 另 有 从 其 它 途 径 得 到 的 单位 分 解 妃 也 满足 《2 ) 式 ， 那 
么 ， 仍 是 根据 有 界线 性 泛 函 的 Riesz 表示 定理 ， 各 个 5,y 应 由 
(2 ) 式 唯 一 地 确定 。 这 上 时， 按照 定义 

(E(w)%, »y) = Er,y (%) 

、 就 得 到 各 个 射影 算 子 已 (o) 的 唯一 性 。 

至 此 ，(a) 这 一 部 分 已 经 证 完 。  - 1 

求证 (6)》 时 ， 先 假定 是 开 集 县 有 已 (o) 一 0。 如 泉 T 《A4， 又 
全 的 支 集 在 内， 那么 〈1 ) 式 董 涵 T= 0， 因 而 公 = 0。 既 然 4= 
C( 八 )， 那 么 Ypmcon3 引 | 理 蕴涵 。b = 必 。 于 是 (5 ) 得 证 ， 

为 了 求证 (6) ， 选 取 St 绍 (有 后 置 ? =S*y。 对 于 任何 
TE A 以 及 任何 Borel 集 。C 忆 人 和、 都 有 
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Ft 


上 芭 二 2 


Bt 


< 


U5) (ST%, WD= (7%,D = | Tap 
A 


(16) (TSx, )= [fa dEsx,y 和 
人 


(17) (SE(w)%, y) = (E(%)%, 2) = Es(0)3 
(18) (E(w)S%, y) = Es,y (0), 

如 果 对 于 每 个 T《 4 都 有 ST 二 TS， 那 么 15) 式 与 (16) 式 
中 的 测度 应 当 相等 ， 因 此 SE(o) = E(o)S。 类 似 的 讨论 可 用 以 证 
朋 逆 命题 ，。 器 

3.3.2 定理 ”如 果 T《 绍 (H) 是 正规 算 子 ， 那 么 存在 唯一 的 
在 oT) 的 Borel 子 集 上 的 单位 分 解 E， 使 得 : 
(1) r=| aE (1) 。 

ot7) 

此 外 ， 各 个 射 昌 彤 算 子 E(w) 将 与 那些 能 和 7 交换 的 S6 2 ( (H) 
交换 ， 

通常 ， 上 述 的 瓦特 称 为 了 工 的 谱 分 解 。 

有 了 时， 将 定义 在 C 内 的 全 体 Borel 集 上 要 更 方便 一 些 ， 为 l 
此 ， 阁 是 o 站 oT) = 名 ， 则 可 置 E(w) = 0 。 

证 设 4 为 多 (H) 内 含有 7 和 Ts* 的 最 小 闲 子 代数 。 由 于 7 
是 正规 算 子 ， 因 而 定理 3.3.1 的 结论 可 以 应 用 于 4， 根据 定理 
2.3.5， 如 果 对 于 每 个 1《o(T) 定 义 人 (4) =4 ， 那 么 4 的 极 大 理想 
空间 可 以 视 为 与 (7) 等同。E 的 存在 则 由 定理 3.3.1 可 知 。 

另 一 方面 ， 如 果 有 EE 存在 使 《1 ) 式 成 立 ， 定理 3.2。 4 证 明了 


GT 人 pa, DaEl), 
oT) 


其 中 少 是 任 一 复 系数 的 二 元 多 项 式 。 由 Stone 一 Weierstrass 定 
理 ， 这 些 多 项 式 在 C (“(7) ) 内 竺 密 。 所 以 射影 算 子 E(w) 由 积分 
式 (2)， 因而 也 是 由 7 唯一 地 决定 ， 正如 定理 3， 3.1 中 求证 五 的 唯一 
性 那样 。 
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如 果 ST=TS， 那 么 定理 3.1.16 已 经 指出 将 有 STe=TeS， 
这 就 是 说 ，5 与 4 的 每 个 元 素 都 交换 。 然 后 ， 引 用 定理 3.3.1 的 
(0) 立即 可 得 ; 每 个 Borel 集 woCo(T) 的 已 (o) 与 S 是 交换 的 ， 即 
SE(w)=E(o)S, 口 
3.3.3 正规 算 子 的 符号 运算 
设 E 是 正规 算 子 T《 煞 ( 耳 ) 的 谱 分 解 ，f 是 oAT) 上 的 一 个 有 
界 Borel 函 数 ， 如 果 用 J (了) 表示 算 子 
vp=| Jap， 
GCT) 
就 将 引出 正规 算 子 的 符号 运算 . 
例如 ， 采 用 上 述 记 号 ， 定 理 3.2.4 和 定理 3.3.1， 定 理 3.3.2 
移 部 分 内 容 可 以 概述 为 
映射 >/ (7 了) 是 由 o(T) 上 的 全 体 有 界 Borel 函 数 构成 的 代 
数 到 家 ( 且 ) 内 的 一 个 同 配 ， 它 将 函数 1 变换 为 IT， 又 将 o( 了 7) 
上 的 恒 等 国 数 变换 为 了 ， 并 且 有 
(2) IT) = f(D)*, 
以 及 | 
(3) jf Sap{lf (V1:4 €0(D}., 
如 果 f《 Cle (T))， 那 么 (3 ) 式 中 的 等 号 成 立 。 
如 果 f 一 了 是 一 至 到 近 , 那 么 woo 时 将 有 1 7 "D-/ TD) 
一 0。 
如 果 S6 鳃 (Z) 能 使 ST=TS ， 那么 对 于 每 个 有 界 Borel 国 
笋 1， 都 有 Sf (7T) = /CS。 
由 于 =(Z? 上 的 全 等 函数 可 以 用 简单 Borel 前 数 一 我 帝 近 ， 因 
而 ， 依 多 ( 吾 ) 的 范 数 拓扑 ，7 是 射影 算 子 己 (o) 的 有 限 线性 组 合 
的 极限 。 “~ 
下 述 定理 的 求证 过 程 ， 可 以 署 作 是 应 用 符号 志和 的 一 个 实 
例 。 
3.3.4 定理 正规 算 子 Tt 多 (1) 的 范 数 
人 1 =SupflGx, 2 :x EH, |xl<1}, 
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这 时 有 . 


证 任 取 0。 显然 只 须 求证 在 x《 玉 当中 确 有 某 些 适合 
| vo 二 1 的 xo 能 使 
(1) | (Tx0, x0) {> NTL-—e 
成 立 就 行 了 。 
由 定理 2.3.4 可 知 
z= 全。=0(7)， 
因此 存在 iok oe(T) 使 得 [4o| = 有 工 上 ,构造 集 
o= {A:A€0(7T), 11~—1hol <e}., 
如果 E 是 7 的 谱 分 解 ， 那 么 定理 3.3.1 的 (2) 草 涵 巨 (o) 天 0。 图 


此 存在 xo( 互 ， 它 的 范 数 | xoj =1， 而 且 瑟 (wo)xo 一 Xo。 


再 定义 国 数 
ro-| 


人 一 409 AC ws 
0， Kaoe 


f(D)=T-1DE). 
所 以 
f(T) xo = To 一 ozo。 
由 于 全 体 1k (7 都 满足 条 件 |/ (0D) 1<e， 因 而 
| (Two x0 一 1ol=|(FCDxo x0) {SID | < 
既然 14o| = TZ1， 闭 么 上 式 冀 涵 (1) 。 口 
3.3.5 定理 正规 算 子 ZT《 绍 ( 避 是 ， 
(a) 自 伴 算 子 ， 当 且 仅 当 z(7) 位 于 实 轴 上 ， 
(8) 丁 算 子 ， 当 且 仅 当 z(7) 在 单位 圆 上 。 
证 “和 求证 定理 3.3.2 时 一 样 ， 设 4 为 络 (五 ) 内 含有 了 7， 并 
和 7* 的 最 小 闭 子 代数 ， 这 时 ,在 o(7) 上 全 (0) 一 1， (Te) 人 (人 


一 1。 因 而 _ 
了 一 T*， 当 且 仅 当 在 “<(Z)7 上 1=1 3 
77'* 一 7， 当 且 仅 当 在 (7? 上 24=1。 口 


3.3.6 不 变 子 空间 
定义 互 的 闲 子 空间 M 称 为 集 工 王家 (五 ) 的 一 个 不 变 子 空间 
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RR 三 将 必 映 入 放 内 。 
只 含有 一 个 算 子 7 时 ，AMM 可 称 为 算 子 T 的 不 变 子 空间 ， 


例如 ， 7 每 个 特征 空间 都 是 T 的 不 变 子 空间 ， 


定理 正规 算 子 T《 绍 (HR) 必定 有 非 平凡 的 不 变 子 空间 ， 
(“ 韭 平凡 ”的 意思 是 : 不 是 {0}， 也 不 是 囊 。) 

证 ”和 求证 定理 3,3.2 时 一 样 ， 设 4 为 更 (五 ) 内 含有 I, 了 
和 7T* 的 最 小 闭 子 代数 ， 它 是 一 个 正规 代数 。 再 设 E 为 4 的 极 大 理 
想 空 间 人 的 Bore] 子 集 上 的 单位 分 解 。 如 果 人 只 有 一 个 点 ， 那 么 


4 将 由 了 的 纯 量 倍 数组 成 ， 这 时 五 的 每 个 子 空间 都 是 4 的 不 变 子 


空间 ,如果 入 =。Ue’, 其 中 与 。 是 非 空 的 不 相交 的 Borel 集 。 记 


.E(w) 与 E(w ) 的 值 域 分 别 为 M 与 M' .由 于 每 个 7《 4 都 有 TE(%) 


二 EE(@) 了 ， 因 此 ， 当 x《 MM 时 可 以 得 到 . 
Tx=TE(0)%=E(w)T%, 
这 就 证 明了 ZTx《 对。 对 于 M' 将 有 类 似 的 结 吉 论 。 所 以 与 MM 都 是 
4 的 不 变 子 空间 .。 加 | 
定理 还 可 以 做 进一步 的 讨论 ， 得 出 
M’=Mt: H=MO@M’. 


”因此 ， 当 公分 解 成 有 限 个 或 可 列 个 彼此 不 相交 的 Borel 集 时 ,/ H 


将 相应 地 分 解 为 4 的 彼此 正 交 的 不 变 子 空间 。 

对 于 非 正规 算 子 来 说 ， 情 况 就 不 这 么 简单 了 。 有 一 个 悬 而 未 
决 的 问题 是 ， 考 虚无 穷 维 的 可 分 的 Hilbert 空 间 时 ,是 否 每 个 〈 非 
正规 ) 算 子 7《 络 ( 玉 ) 都 能 有 一 个 非 平凡 的 不 变 子 空间 ? 


3.4 正规 算 子 的 特征 值 


在 这 一 节 的 前 一 部 分 将 得 出 正规 算 子 的 特征 值 和 它 的 谱 分 解 
之 间 的 一 个 简单 的 关系 《定理 3.4.2) ， 中间 暂时 离开 主题 去 讨论 
Banach 空 间 上 的 紧 算 子 ( 全 连续 算 子 ); 最 后 则 考虑 正规 紧 算 子 


有 鹊 谱 。 讨 论 的 过 程 中 尽 可 能 地 应 用 了 符号 运算 。 


3.4.1 定理 设 E 是 正规 算 子 T《 络 ( 囊 ) 的 谱 分 解 ， 如 果 7 
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《CT))，wo 二 1-1(0)， 那 么 
(1) Nf TD) =HRE(W0)). / 
证 定义 函数 
四 得 A€ ws 
& (1) = 
» A4€ oT) oo. 
这 时 有 /8 0， 因 此 f(7)g(7)=0。 由 于 gg(7)= El), 故 有 
(2 ,REV EN TD)). | 
记 S=o(7) Nwos 5 将 是 彼此 不 相交 的 Borel 集 os (4 二 1,2， 
*…) 的 并 集 ， 全 个 “到 紧 集 “的 号 离 都 是 正 数 。 定义 
由 A€ vn, - 


0， A€a(T) Nore 
各 个 /都 是 oT) 上 的 有 界 Borel 函 数 ， 而 且 
(4): fs 7T) f(T) =Eto,) (7 一 1 2，) 。 
如 果 f(T)x=0， 则 有 E(ws)x=0。 因 此 ,由 上 映射。 E(w。)* 
的 可 列 可 加 性 (定理 3.2;2) 将 能 得 到 E(w)z=0。 上 既然 .E(w)+ 
E(w0) 二 J， 那 么 应 当 是 E(wo)x=x。 这 样 ， 又 证 明了 
(5) Nf TITRE(00)), 
合并 《2) 式 与 (5) 式 ， 即 为 (1) 式 ， 口 
3,4.2 定理 ”如果 E 是 正规 算 子 T《 络 (H) 的 说 分 解 ，. 
Xo《 oT)，Eo=E({40})， 那 么 
(0 NTH) RE): . 
(3) No 是 7 的 特征 值 ， 当 且 仅 当 Eo 才 03 
(c) ol7T) 的 每 个 孤立 点 都 是 7 的 特征 值 ， 
(2) 若是 xz(Z 一世 12， 为 可 列 集 ， 则 每 个 x 《五 都 有 了 只 
-一 的 形 如 


(3) fst1) = 


ss 
f=1 
的 展开 式 ， 其 中 的 %; 使 T%1== 1xi， 并 且 i 考 7 时 有 Xi Ly;。 
”陈述 (2 与 (c) 闸 明 了 ; 7 的 点 谱 力 是 7 的 爹 体 特征 值 所 作 
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成 的 集 。 . 
证 (4) 是 定理 3,4.1 的 直接 推论 ， 只 须 取 f (2) 二 4 一 40. (8X 
显然 来 自 4)。 如 果 o 是 oT) 的 一 个 颖 立 点 ， 那 么 {2 中 是 oT) 
的 一 个 非 空 开 子 集 ， 因 此 根据 定理 3.3.1 的 (2)， 应 当 有 Eo 天 0. 这 
时 由 (办 即 可 推出 (c)， . 

为 了 求证 (4)， 置 E;=E({40)})，i=1,2,"…。 在 7) 的 那些 
极限 点 1:， 殖 可 能 是 零 算 子 ， 也 可 能 不 是 ， 无 论 是 哪 种 情况 ， 射 
影 算 子 E; 的 值 域 都 是 彼此 正 交 的 。 映射 一 已 (o)5 的 可 列 可 加 
性 (定理 3.2,2) 表明 


DEx=E(o(T))x=x (xt H). 

i=1 . : 
级 数 依 互 的 范 数 收 伊 。 现 在 ， 只 须 设 *= Ex， 就 得 到 我 们 所 其 
待 的 * 的 表示 式 。 由 各 个 % 彼 此 正 交 可 以 验证 表示 式 是 唯一 的 。 
至 于 Twi 二 Ax:， 则 是 (4) 的 推论 ， 口 

3.4.3 紧 算 子 - 

定义 ” 设 耻 与 Y 均 为 Banach 空间 ， U 是 XX 内 的 开 单位 球 ， 
7 《多 (X, Y) 称 为 紧 算 子 ， 如 果 Z(I7) 的 闭 包 是 Y 内 的 紧 集 。 

在 很 多 著作 中 ， 紧 算 子 又 称 为 全 连续 算 子 。 

从 定义 容易 得 知 : 由 于 Banach 空间 Y 是 完备 空间 ， YY 内 的 那 
些 其 闲 包 为 紧 集 的 子 集 必 定 是 全 有 界 集 ， 因 此 ，7 多 (X,Y) 
是 紧 算 子 ， 当 且 仅 当 T(D) 是 全 有 界 集 。 还 有 ,TZ 《 天 (X YY) 
是 紧 算 子 ， 当 且 仅 当 了 内 的 每 个 有 有 界 疗 列 {xs} 均 能 包含 一 个 子 序 - 
列 {xx:}， 它 的 象 集 {Txsy} 在 Y 内 收敛 于 一 个 点 。 

定理 设 叉 与 了 均 为 Banach 空 间 。 

(a) 如 果 TE《 儿 (X， » 且 dim 缠 (CT)<oo， 那 么 工 是 紧 算 
子 ， 

(6) 如 果 T 《BB(X, Y) 是 紧 算 子 且 安 (7) 为 闭 集 ， 那么 . 
dim%(7)<m. 

(c) 多 (X，Y) 的 全 体 紧 算 子 依 其 范 数 拓扑 构成 一 个 闵 子 . 
空间 。 
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(4) 如 果 了 (天 (X) 是 紧 算 子 ， 又 1 关 0， 那 么 dim.Y 
《7 一 1 人)<oo。 
(zi ) 如 果 dim 和 =o，7T《 鹏 (X) 是 紧 算 子 ,， 那么 06 o(7)。 
(f) 如 果 S, T《 急 (X)， 其 中 7 是 紧 算 子 ， 那 么 S7 与 了 S 均 
为 紧 算 子 。 
证 (a) 是 因为 ， 有 限 维 Banach 空间 的 任 一 有 界 闲 子 集 都 
是 紧 集 。 
如 果 家 (7) 是 闲 集 ， 则 由 Y 的 完备 性 可 以 推 知 宏 (7 了 ) 完备， 
泣 此 了 是 一 个 从 习 到 肥 (7) 上 的 开 映 射 。 既 然 了 是 紧 算 子 ， 那 么 
组 (了 7) 将 是 局 部 紧 空 间 ， 所 以 它 是 有 限 维 的 。 于 是 (5》 得 证 。 
我 们 先 来 求证 (4)。 置 久 ,。 二 .VY(T 一 171)。 将 7 恨 制 在 Xo 之 后 
它 仍 是 一 个 紧 算 子 ， 其 值 域 为 X。。 可 见 (4) 是 (2) 的 推论 。 顺 便 
也 可 以 证 明 (e)。 因 为 ， 假 如 ，0Eo(7T)， 将 有 弦 (T)= 苹 ， 这 与 
题 设 dimnX= co 抵触 。 
(了) 显 见 ， 因 为 有 界线 性 算 子 总 是 将 有 界 集 映 成 有 界 集 ， 
最 后 证 明 (c) 。 
任 取 紧 算 子 S, 7 静 (X, Y)， 则 S+ 了 也 是 紧 算 子 ， 这 是 因 
为 Y 内 的 任 二 紧 集 的 并 集 仍 是 紧 集 。 由 此 得 知 妥 (X, Y) 内 的 全 
体 紧 算 子 的 集 叶 是 更 (，Y) 的 一 个 子 空间 。 以 下 求证 二 是 闭 
集 。 设 7《 绍 ( 了 XX，Y) 在 三 的 闭 包 之 内 选取 + > 0， 再 设 U 是 
也 内 的 开 单位 球 这 时 必 有 SE 二 满足 5 一 了 <r+ 。 既 然 
S(U)》 是 全 有 界 集 ， 在 U 内 应 当 有 这 样 一 组 点 zi， Xz,，…, xz， 使 
得 SCV) 被 中 心 在 S% 的 半径 等 于 + 的 % 个 球 所 复 次 。 由 于 每 
个 x 《DUD 都 有 上 Sx 一 7x 中 之 + ， 因 而 得 知 T( 如 ) 被 4 个 以 Tx; 为 中 
心 ， 半 径 等 于 37 的 球 所 复 盖 , 这 意 味 着 了 (DU) 是 全 有 界 集 ， 
所 以 了 《 工 。 口 
3.4.4 紧 算 子 的 谱 
定理 设 怀 为 Banach 空 间 ， T《 轨 (XK) 是 紧 算 子 ， 那么 
(4a)》 任何 复数 4 关 0 或 者 是 7 的 正则 值 或 者 是 了 的 特征 值 ， 二 
者 必 居 其 一 ， 当 ?去 0 是 了 的 特征 值 时 ， 对 应 的 特征 疝 量 空间 是 
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(6) 279) 政客 是 有 限 集 或 者 是 仅 以 稚 为 其 六 点 的 可 列 入 : v2 

证 (2w) 所 谓 2 是 之 的 正则 值 ， 意 味 着 (T 一 DD 是 有 界 算 于 。 
如 果 4 尖 0 不 是 了 的 正则 值 ， 那 么 (T 一 27)x 二 0 必 有 非 霉 解 ， 于 
是 1 是 了 的 一 个 特征 值 。 设 T 对 应 于 ?的 特征 向 量 空间 是 过 。 在 工 中 
任 到 有 界 集 4， 因 对 任 一 x 《 工 有 Zw=2%， 喜 了 (4) 二 24， 琶 然 T 
是 紧 算 子 ， 那 么 7(4) 是 列 紧 集 ， 因而 4 也 是 列 紧 集 ， 工 的 任 一 有 
界 子 集 都 是 列 紧 集 这 一 事实 表明 工 是 有 限 维 的 。 

(6) 设 <(7) 不 是 有 限 集 ， 而 且 o(T) 有 不 等 于 零 的 了 点 140 
在 s(T) 内 取 可 列 个 彼此 不 同 的 点 44(4 二 1,2,s…*) ， 使 人 一 "io。 因 
4o 取 0， 无 妨 设 所 有 的 is 了 0 。 由 (2)， 各 个 加 都 是 的 特征 入 
于 是 可 取 对 应 的 特征 元 x%,。 设 Lz 是 X1，%，*…，zz 张 成 的 子 窑 
间 。 易 知 各 个 工 。 都 是 闭 子 空间 ， 且 LCCLzrt (=1,2，)。 注 
意 到 {xz} (=1,2,…) 中 的 任意 有 限 个 元 都 是 线性 无 关 的 ， 因 
此 对 于 每 个 % 都 有 Ls 了 La4i， .也 就 是 说 Ls 是 La,: 的 真子 空间 、 这 
样 ， 我 们 就 能 取 ys+:《 上 s+! 使 得 | 

Yrti ELs, | Vutl i 一 3 


Ps intf adsl 一 4 之 > 了 (2 三 1， 2，…)。 
yEL - . 
设 ys 一 ci622Mt 十 ctat22Wo 十 we ‘+ 0 则 Lys = aA ee “十 
4 a nN € Ls, 于 是 : 
Ty, = 90 1 A y+ 
PA hr 
+a 人 名) (= 2 Sa 1€ Lz- le 
又 当 雪 <% 了 时 ，7 ym cc 因此 
入 
~ Ty Ty La 
从 而 推 知 wm<% 时 必定 有 
] __ 1 » 
CD [7 i Ty»| 
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1 1 1 
一 之 一 
四 Tys)+ hm Ty | > 


-| (er- 


. 昂 一 方面 ， 由 于 {1s->toz0， 因而 { 


yj 是 XX 内 的 有 界 集 ， 


它 应 当 有 一 个 子 集 { 二 -yw 和 过 时 算 子 工 得 到 的 象 集 人- 


Ty } 是 列 紧 集 ， 但 是 ， 从 上 面 得 到 的 《 1) 式 来 看 ， 这 是 不 可 


能 的 。 所 以 c(T) 不 存在 非 零 的 聚 点 。 ~ 1 吕 

3.4.5 定理 正规 算 子 Z7《 绍 (H) 是 紧 算 子 ， 当 且 仅 当 它 
满足 以 下 两 个 条 件 : 

(om 如果 c(7) 有 聚 点 ， 其 唯一 的 可 能 是 0， 

5) 如 果 1 关 0， 那么 dimA (TiD)<%, 

证 必要 性 即 定理 3.4.4 的 (5) 和 定理 3.4.3 的 (4)， 

为 了 求证 充分 性 ， 设 (4a) 与 (2) 成 立 。 设 {hi} 是 oT) 的 可 
列 个 非 零点 ， 且 且 |2| 福 faj 因 " 全 并 且 定 义 图 数 

AM 4 一 141， 


- hz 1 一 1 
0, 24€aT)N{N 2, 41。 
如 果 象 在 定理 3 4.2 中 那样 ， 记 E;=E({7;} );， 将 能 得 到 
fa T)=AB + hE + + 1s Ey, 

由 于 dim 儿 (Ei)=dim/AH (T— 1 ,1) <o0, 因而 各 个 J,(7) 都 
是 紧 算 子 。 按 照 定 义 ， 任何 2《 “(7) 都 有 一 fa(2)l 筷 14s|， 于 
是 我 们 将 推 知 

n>00 时 上 7 一 了 (7) | <al=0. 
现在 ， 引 用 定理 3.4.3 的 (c) 就 可 以 肯定 7 是 紧 算 子 。 口 
3.4.6 定 理 如 果 正 规 算 子 了 《家 (有 ) 又 是 紧 算 子 ， 那 么 

(a) 工 有 一 个 特征 值 ?， 其 [4|= 1 六 1 
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(8) 如 果 f 《ClalT)) 且 /00)= 0， 则 f(T)〉 是 紧 算 子 。 

证 如 果 了 是 正规 算 子 ， 那 么 定理 2.3.4 表 明 , 存在 1ec(77 
其 [4j= HT 车 是 丰 荆 >>0, 根 据 定理 3.4.5, 这 个 1 将 是 o(7) 
的 孤立 点 ， 因 而 是 7 的 一 个 特征 值 (定理 3.4.2); 若是 7 =0， 
则 (4 ) 显 而 易 见 。 . 

由 于 eC7T) 是 C 内 的 一 个 至 多 为 可 列 集 的 紧 集 ， 它 的 补 集 应 当 
是 连通 集 。 于 是 ， 解析 函数 论 中 的 Mergelyan 定 理 将 保证 存在 这 
样 的 多 项 式 加 ， 它 们 在 zc(T) 上 一 致 收敛 于 f， 且 p40)==0。 因 
而 算 子 加 (2) 依 角 ( 互 ) 的 范 数 收敛 于 f(T)。 既 然 如 (0)=0， 上 应 
§ 3.4.3 定 理 的 (/) 可 知 每 个 bp,(7) 都 是 紧 算 子 ， 再 引用 该 定理 的 

(c》 即 可 证 明 f (7》 也 是 紧 算 子 ， | 口 


3.5 正 算 子 及 其 平方 根 


3.5.1 定义 

如 果 了 6E .有 静 ( 瓦 ) 对 于 一 切 ec 都 省 (T%, #) 0 了 将 称 
为 正 算 子 ， 并 可 简单 地 记 作 7 之 0 .。 

如 果 有 S《 比 ( 玉 ) 使 正 算 子 PT《k 更 (可 ) 清 中 条件 ~ 9?，S 
将 称 为 了 的 一 个 平方 根 ， 

当 了 的 平方 根 S 之 0 时， S 特 称 为 的 一 个 正平 广 根 . 

3.5.2 定 理 Tt 多 (H) 是 正 算 子 的 充分 必要 条 件 是 ， 

(a) T=T*; 以 及 

(8) oT)CCa, oo) 
同时 成 立 。 

这 个 定理 表明 ， 正 算 子 是 一 类 自 伴 算 子 ， 它们 的 谱 位 于 含有 
原点 的 正 实 轴 上 。 回 顾 一 下 $ 2,4.6 最 后 陈述 的 定义 中 给 出 的 有 
对 合 的 Banach 代 数 中 的 元 x 二 0 的 条 件 ， 就 能 看 出 和 现在 要 证 明 
的 定理 内 容 完全 一 致 。 

证 先 证 必要 性 。 

(Tx, 9 之 0 意味 着 (Tx, x). 是 一 个 实数 。 因 此 ， 对 于 一 切 
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4 《五 都 有 
《X，7 YN) = (TY, %) = (%, 7'%), 
: 根据 定理 3.1.7 的 推论 ， 应 当 有 了 = 了 7*。 再 由 定理 3.3.5 可 知 ， 
(7) 在 实 轴 上 . . 
任 取 ?>> 0 ， 这 时 
1 x) ?=2C%, %) 委 (17 4 T+AT)xN | xl, 
亦 即 上 (Tt+2Dx 上 和 *x〗 。 这 说 明 T+47 在 绍 ( 五 ) 内 可 逆 ， 因 
此 -4Ec(7)。 从 而 最 终 证 得 <(7Z)CC0，co) 。 
为 了 求证 充分 性 ， 注 意 自 伴 算 子 也 是 正规 算 子 。 根 据 定 理 
3.3.2， 了 I 了 有 谱 分 解 E， 并 能 作出 
~、(T%, = 人 ME (CD (EH). 
“ olT) . 
区 于 各 个 E,,: 都 是 正 测度 ， 而 在 "(7) 上 又 是 之 0 ， 所 以 得 到 
(7T%, %) 之 0., 口 
3.5.3 定理 每 个 正 算 子 7《 多 (了 H) 都 有 唯一 的 正平 方 根 S 
《 静 ( 区 ) 。 而 县 ， 当 了 了 可逆 时 ，S 也 可 族 。 
证 设 4 为 绍 ( 瑟 ) 的 任 一 含有 7， 了 的 闲 正 规 子 代数 ， 人 为 
4 的 极 大 理想 空间 。 根 据 定理 2.3.4， 将 有 44=C( 人 入); 正 算 子 了 
应 当 满 足 定理 3.5.2 中 的 条 件 ， 又 因 为 <(7) = 全 (A)， 所 以 我 们 . 
得 到 企 > 0 。 由 于 每 个 非 负 连 续 函 数 都 有 唯一 的 非 负 连 续 平方 
根 ， 因 此 有 :>> 0 使 S:= 全 。 应 用 定理 3.3.1， 相 应 地 有 唯一 的 
.S《 .A 使 5:=T， 再 由 定理 3.5.2 可 知 $ 之 0 等 价 于 S 之 0 。 
.特别 是 ， 即 使 4o 为 上 述 代 数 4 当 中 最 小 的 一 个 ， 那 么 仍 应 存 
在 So。《 A。， 它 满足 条 件 5S: 二 7 以 及 So 之 0。 和 如果 5《 络 (HH) 是 
了 的 任 一 平方 根 ， 设 4 是 络 ( 巨 ) 内 含有 I 和 人 S 的 最 小 闭 子 代 
数 ， 由 于 T= St:， 故 T《 4。 从 而 得 到 4oc4 以 及 So《 4。 这 时 ， 
由 上 面 一 段 的 讨论 可 知 S= So。 
最 后 ， 设 了 可 道 。 注 意 到 由 S 与 了 交换 可 以 推 知 5S 与 7 '! 交 
换 ， 就 能 得 出 S-:=7-!:S。 口 - 
3.5.4 定理 如 果 T《 绍 (了 H) ， 那 么 T*7 是 正 算 子 ; 它 的 
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叭 一 的 正平 方 根 PE 更 ( 玖 ) 能 使 任何 %《 羽 都 汪 足 


| Px = | Tx. 
证 由 于 
(1) (T#7'%, %) = (Tx, Tx)= Tx)|>0 (x €H), 


按照 定义 ， 即 T*T 宇 0， | 

根据 定理 3.5.3，7Z*7 有 唯一 的 正平 方 根 PC 妥 ( 五 ) ， 它 应 

当 是 自 伴 算 子 ， 即 书 = P*; 因此 可 以 得 到 
(2) (Px, *) = (Px, P%)= | Px (x €H), 

比较 说 (1 ) 式 与 (2 ) 式 ， 由 定理 3.1.7 及 其 推论 可 知 ， 对 于 
任何 x 《器 来 说 ， Px 站 = 7x1 当 且 仅 当 户 = 二 区 口 

众所周知 ， 每 个 复数 ?能 分 解 因子 为 + 二 «17|, 其 中 lx1=1。 
这 件 事 启发 我 们 尝试 着 将 T《 绍 ( 五 ) 分 解 因子 为 T=UP， 其 
中 UU 是 西 算 子 ， 而 P> 0 。 当 这 个 想法 能 够 实现 时 ，UP 将 称 为 
了 的 极 分 解 ， 

”注意 UU 作为 西 算 子 ， 也 是 一 个 等 距 有 映射 。 因此 定理 3 5.,.4 址 
明 ， 卫 由 工 唯一 地 确定 ，。 

3.5.5 定理 

(4) 如 果 工 《好 ( 玉 ) 是 可 逆 算 子 ， 则 1 了 有 唯一 的 要 
T=UP., 

(3) 如果 TC《 绍 (HH) 是 正规 算 子 ， 则 . 工 有 一 个 极 分 解 T= 
UP， 其 中 的 品 与 P 彼 此 交换 ， 也 与 交换， 

证 (2) 如果 ZT 是 可 逆 算 子 ， 那 么 T* 与 T7* 了 7 了 也 者 可逆， 再 由 
定理 3.5.3 得 知 7 了 4* 了 的 正平 方 根 已 6 绍 ( 及 ) 也 是 可 逆 算 对 。 置 
U=TP-!， 则 如 可 递 , 而 且 

UU= PT#TP-!=P-IPP =1, 
因此 UU 是 西 算 子 、 由 于 P 可 逆 ， 显然 TP- :是 U 所 能 作出 的 唯一 的 
选择 。 

(2) 定义 函数 

p21) =12); 
以 及 
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| 2/141，4 关 0， 
(4) 一 
1， /一 0 


它们 部 是 c(T) 上 的 有 界 Borel 函 数 . 

现在 ; 设 P=p(T)， 品 =u (7T)。 因 为 p 之 0， 由 定理 3.5.2 
.可知 PP 之 0 、 又 因为 w= 1 ， 所 以 UU* 一 U*U=J， 这 就 是 说 ， 
所 得 到 的 Z 是 西 算 子 。 最后， 由 于 2=w(2) p(X)， 应 用 符号 运算 
就 有 T=UP， i 口 

3.5.6 评注 

并 非 每 个 T《 绍 ( 且 〉 都 能 有 极 分 解 ， 本 章 习题 18 给 出 了 一 
个 反例 。 然 而 ， 如 果 P 是 7* 工 的 正平 方 根 ， 由 于 定理 3.5.4 已 证 
上 Px == 必 Tx ， 因 此 可 以 定义 

VPx=T%, 

上 是 吏 ( 孔 到 B(7) 上 的 一 个 线性 等 距 ， 它 还 可 以 连续 扩张 成 为 
经 (P) 的 闭 包 到 统 (T) 的 闭 包 上 的 一 个 线性 等 距 。 如 巢 绝 (P)* 
到 纪 (T)+ 上 也 有 一 个 线性 等 距 ， 那 么 VV 将 能 扩张 成 为 及 上 的 一 个 
西 算 子 ， 这 时 了 有 一 个 极 分 解 。 这 件 事 在 dim 瑟 < co 的 条 件 下 一 
定 能 实现 ， 因 为 这 时 纪 () 与 天 (T) 有 相同 的 余 维 数 。 

倘若 上 述 7 被 扩张 成 为 多 (及 ) 的 一 个 元 时 ， 是 借助 于 对 一 夸 - 
7 《 弦 (P)! 定 义 Vy= 0 ， 那 么 V 将 称 为 部 分 等 距 算 子 . 

这 样 ， 我 们 就 看 到 ， 虽然 不 是 每 个 4: 色 () 都 能 有 极 分 
解 但 是 都 能 够 有 关子 分 角 

.T=VD, 

其 中 也 是 正 算 子 ， 7 是 部 分 等 距 算 子 ，。 . 四 i 

结合 定理 3.1.16， 应 用 极 分 解 可 以 得 出 下 面 的 有 关 正 规 算 子 
的 相似 性 的 一 个 有 趣 的 结果 。 

3.5.7 定理 设 M，N， TE BH), 其 中 MM 与 N 都 是 正规 算 
子 ， 了 是 可 赣 算 子 ， 又 有 
(1) M=7TNY-,, 
如 果 了 = UP 是 Z 的 极 分 解 ， 那 么 
(2) M=UNU-!, | 
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渝 足 ( 1 ) 式 的 两 个 算 子 内 与 Y 通 常 称 为 相似 的 。 如 果 避 是 本 
算 子 ， 而 (2) 式 又 能 成 立 ， 允 与 六 将 称 本 等 价 的 ， 因此 ， 定理 说 
和 芍 是 ， 相 似 的 正规 算 子 也 是 西 等 价 的 。 

证 ”注意 到 (1) 式 实际 上 是 KM7=2ZV. 因此 ， 根据 定理 3。 1.16 
可 以 得 到 M*7T'=TN*。 随 之 将 有 

TT#M=M*T)*= (TN*)*=NT*, 

又 因为 户 王 了 T* 了 TT， 所 以 
NP:=NT*T=T*MT=T*TN=PN, 

这 时 ， 由 $3.3.3 正 规 算 子 的 符号 运算 可 知 ， 对 于 每 个 三 
Co(P))，N 与/P2) 交换 。 但 因 P 宇 0， 故 oP:)Cr0,c0)。 
如 果 在 o(P) 上 的 10)=X11 宇 0， 那么 将 由 此 得 出 NP=PN， 
现在 ， 利 用 题 设 的 条 件 ( 1 ) 就 有 

M=(UPN(UP)-'=U(PNP- IU-'=UNU', 已 


3.6 多 ( 五 ) 的 可 逆 算 子 群 


3.6.1 定理 静 ( 五 ) 的 可 逆 算 子 群 G 是 连通 的 ， 并 且 每 个 

Z《G 都 可 以 表示 为 两 个 指数 的 乘积 。 
证 ”我们 先 求证 定理 的 后 一 部 分 。 

根据 定理 3.5.5 的 〈2)，7T《 G 有 了 唯一 的 极 分 解 =UP， 鞭 
中 是 酉 算 子 ,P 是 可 逆 正 算 子 。 再 由 定理 3,5,2 可 知 oP)CC0， 
co0)。 因此， 定义 在 rz(P) 上 的 log? 是 连续 实 函 数 。 应 用 符号 运 
算 ， 有 一 个 自 伴 算 子 S6 急 ( 百 )， 具 体 地 说 就 是 
S =| logadE(1) ， 
g(P) 
使 得 P=exp(S)。 至 于 西 算 子 U， 由 于 “(D) 在 单位 四 上 ， 因 此 
在 -AU) 上 有 一 个 实 值 有 界 Borel 函 数 / (这 个 不 一 定 是 连续 函 
数 ) 满足 
exp{if (1)}=4 ' (4€ 0(0))., 

上 潮 0=/ (0) .这 样 的 0《 多 (如 ) 是 自 伴 算 子 ， 而 且 U exp(i0)。 
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现在 就 得 到 了 
T=UP= exp(i0)exps). 
为 了 验 明 G 的 连通 性 ， 只 须 在 0 三 + <1 上 定义 . 
7T,=exp(sr7Q)exp(r5)., 
注意 到 映射 + 7, 是 单位 区 间 C0,1 到 G 内 的 一 个 连续 映射 ， 而 
且 7o=7Z，7 =7; 因此 G 是 连通 的 。 口 
现在 ， 很 自然 地 会 提出 一 个 问题 ， 能 否 使 每 个 6 G 仅仅 是 
一 个 指数 ， 而 无 须 表示 为 两 个 指数 的 乘积 ? 或 者 说 ,任何 两 个 
指数 作出 的 乘积 实际 上 只 是 一 个 指数 。 如 果 dim 互 <co， 答 案 是 
肯定 的 ， 因为 这 是 证 了 5 的 失 论 ， 但 是 在 一 般 情况 下 却 做 不 
”下 面 的 定理 将 给 出 一 个 反例 ， 
3,6.2 定理 设 D 是 C 内 的 一 个 有 界 开 集 ， 由 它 引 出 的 另 一 
个 集 
(1) Q={a Ci:ar € D} ” 
是 连通 集 ， 而 且 0 不 在 妃 的 闭 包 之 内 ,。( 区 域 思 的 景 简单 的 例子 
是 以 原点 为 中 心 的 圆 环 ) 再 设 ,2 是 由 刀 内 的 那些 全 纯 函 教 了 构 
成 的 空间 ， 它 们 都 满足 条 件 


(2) | |f Amo0, 
D 


(其 中 ms 是 平面 上 的 Lebesgue 测 度 ) ， 且 有 内 积 ， 
G3) (1 80=| Sadm heke)， 
ps . 


那么 ， 是 一 个 Hilbert 空 间 ， 由 公式 
(4) (Mf) (2)=2f (2) (f € oe, z€D) 
定义 的 乘法 算 子 是 可 逆 算 子 ， 但 是 MM 在 绍 (%) 内 没有 平方 根 . 
由 于 任何 指数 都 应 当 具 有 一 切 阶 的 根 ， 因 此 定理 揭示 络 (H) 
内 有 这 样 的 算 子 ， 它 不 可 能 是 一 个 指数 。 
证 显然 ，(3) 所 定义 的 内 积 使 .Bp 成 为 一 个 西 空间 ， 我 
们 来 求证 .2% 的 完备 性 。 设 到 是 D 的 一 个 紧 子 集 ， 它 到 妃 的 余 集 
的 距离 是 了 3。 如 果 z《 下， 设 入 是 中 心 在 ? ， 半 径 为 ?的 开 的 单位 


137 


关 盘 ， 既 然 了 是 金 纯 贸 数 ， 它 可 以 展开 为 
f= a7) EA 
经 过 简单 的 计算 就 能 得 到 


(5) Tt)- 1| gn | 282z+2 一 四 肌 | fd, 
n=0 

由 于 f(z) 二 46。， 因 而 
(6) As 委 rr GKk, fe), 
其 中 由 7 = (CA 2 。 这 表明 2 内 的 任何 Cauchy 序 列 在 D 的 
紧 子 集 上 是 一 致 收敛 的 。 申 此 易 知名 "是 完 各 空间 ， 也 就 是 HiI- 
bert 空 间 。 . 
由 于 思 有 界 ， 涛 人 《多 (2 )3 又 因为 1/z 在 吕 内 有 界 ， 所 以 
Mr- BC). 

以 下 将 求证 机 在 多 (.92) 内 没有 平方 根 。 为 此 先 假定 有 基 个 
0《 儿 (BV) 使 了 =0:， 然 后 引出 矛盾 。 

选 定 w6 QQ@， 置 1 二 a?。 这 时 1《.D。 定义 
(7) Mi=Mr-il; S=Q~al; T=Q+al, 
这 几 个 算 子 之 间 的 关系 是 
(8) ST=Mi=7S. 

由 于 所 涉及 的 是 全 纯 销 数 ， 公 式 
(9) (Mig) Ca)=(2—i)ge(z) . (2€D, et Oe) 
表明 ,是 一 对 一 的 ， 它 的 值 域 灾 (M,) 中 的 函数 /《 Bf” 全 都 薄 
足 条 件 1 (7?) 二 0。 因 此 ， 由 (9) 式 还 可 以 看 出 骂人 4 是 多 的 
一 个 余 维 数 等 干 工 的 亲子 空间 。 

器 然 愉 ;是 一 对 一 的 ， 那 么 从 〈8 ) 式 的 第 一 个 方程 可 知 5 是 
一 对 一 的 ; 而 从 《8 ) 式 的 第 二 个 方程 又 可 知 了 是 一 对 一 的 。 由 
于 家 (MD) 天 多 ， 因 而 Mi 在 有 (2 驼 ) 内 不可逆。 于 是 ，5S 与 7 当 
中 至 少 有 一 个 不 可 逆 。 设 $ 为 不 可 逆 。 这 时 ， 由 于 Mi=ST 
霓 (CMN)C 雪 (5S)， 因 而 统 (S) 将 是 志 (M1) 或 2。 如 果 是 后 一 
种 情况 ， 开 上 映射 定理 班 涵 S 为 可 逆 ， 这 将 与 前 面 的 假设 抵触 ， 所 
坟 应 当 是 缀 (5S)= 弦 (M1)，; 也 就 是 说 ，S 是 从 多 到 宠 (Mi 上 
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. 一 


的 一 对 一 贞 射 。 但 是 方程 Mi 一 3S7' 又 表明 S 将 强 (T) 映 . 射 到 哆 
(Mi 上。 因此 宏 (7) =.2&， 再 应 用 开 上 映射 定理 即 可 得 到 了 -1f 
钦 (BE)。 至 此 ， 我 们 证 明了 车 3 为 不 可 道 ， 则 可逆。 如 果 当 
初 设 了 不 可 道 ， 那 么 将 证 得 S 可 逆 。 

既然 算 子 S，2 当 中 有 一 个 而 且 只 有 一 个 在 静 (.5 ) 肉 可逆 ， 
那么 ， 相 应 地 & 与 -« 这 两 个 数 当 中 必定 有 一 个 而 且 只 有 一 个 属 
于 xz(C)。' 因 此 ， 足 是 两 个 不 相交 的 全 等 集 

conga，{ 一 “OrmnR 

的 并 集 ， 它 们 相对 于 吕 来 说 都 是 闭 集 ， 因 为 "(CO) 是 紧 集 。 现在 
我 们 看 到 了 ， 假 如 有 Q 《多 (好 ) 使 M=0， 则 名 不 是 连通 集 ， 
为 了 不 与 题 设 条 件 相 抵触 ， 结 论 只 能 是 ，MM 在 络 (82) 内 没有 平 
方 根 。 | 口 


3.7 C"- 代 数 的 特征 


每 个 绍 ( 卫 ) 都 是 一 个 C*- 人 代数， 这 一 事实 前 面 已 经 充分 地 加 
所 利用 。 作 为 本 全 的 结束 ,这 一 节 的 最 后 将 要 建立 的 Tenp 中 aHA- 
HaiiMapk 定理 可 以 看 成 是 一 个 逆 定 理 ， 因 为 它 肯 定 了 每 个 C*- 
代数 〈 无 论 交 换 与 否 ) 都 是 某 个 家 (五 ) 的 一 个 闭 子 代数 的 等 距 
*- 同 构 。 证 明 的 过 程 将 从 某 些 正 泛 函 的 存在 开始 。 

3.7.1 定理 各 果 4 是 C*- 代数 ，z 《 4， 那么， 在 4 上 存在 
一 个 正 泛 函 玉 ， 它 满足 以 下 人 条件 | 

(1) Fley= 1; F(zz*)=||z)| 7 

证 我 们 将 4 内 全 体 自 伴 元 构成 的 实 向 量 空间 记 作 4,， 它 相 
当 于 4 的 “ 实 部 ” 再 设 P 为 所 有 x《 4, 中 能 使 z《x)CE0，00) 的 和 
组 成 的 集 。 按 照 求 证 定理 2.4.7 之 前 约定 的 记号 ，%《. 卫 当 且 仅 当 
% 之 0。 而 由 该 定理 可 知 忆 是 一 个 锥 ， 这 就 是 说 ， 当 %,y.《 了，5c 
是 一 个 正 的 纯 量 时 ， 必 定 有 cx P，%x+y《 PP。 此 外 ， 马 还 包含 
了 一 切 由 x《 4 作出 的 形 如 xx* 的 元 ，。 

为 了 求证 定理 ， 只 须 设 法 找到 4. 上 的 一 个 实 线 性 泛 函 /， 
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它 满足 (1)》 起 并 且 对 于 任何 zk P 都 有 

(2) /(X) 宇 0。 

因为 一 旦 有 了 这 样 的 上 ， 我 们 就 能 在 4 上 定义 F(%)=f (ww)++ 
tf (v)， 其 中 x 二 wi0; ww《 A,，v《 A,。 这 个 定义 莹 涵 下 (i%) = 
iP(x)， 所 以 FE 是 复线 性 的 ， 再 注意 到 (2 ) 式 ， 就 能 看 出 下 恰 
好 是 定理 结论 中 所 要 求 的 正 泛 甸 。 

设 Mo 为 4 的 子 空间 ， 它 由 e 与 22* 张 成 ， 在 加 ,上 定义 fo 为 
(3) folaet pzz*)=a +B | zz* | (a, B ER). 
显然 ， 在 Mi 上 这 样 定义 fo 是 合理 的 ， 即 使 6 与 zz* 线 性 相关 。 由 
定理 2。 4.:7 的 (4) 可 知 上 zz*| 《vlzz*)。 因此 4+8][zz* 必 在 
olae++B82x*) 之 内 , 换 色 话说 ， 刀 果 %* 《Mos , 则 fo(%) 《a(%); 
因此 ， 对 于 每 个 *《 PN Mo 都 有 Jo(x) 宇 0, fo 还 满足 (1) 所 列举 
的 两 个 条 件 。 

假定 了 已 经 在 4; 的 一 个 子 空间 了 M! 上 扩张 城 为 实 线性 泛 函 /> 
并 且 任 何 *《 PNM 都 有 1(x) 之 0， 然后 取 y《4:，yEM'， 置 
4 EF=M/N(y-P), E’=Mf (y+P)., 

如 果 《EE ，x”《E”， 那 么 y 一 x* 《PP，xw” 一 y《P， 因 了 瘀 
它们 的 和 ”一 《PP。 于 是 f(x )<<f1(%')， 这 时 ， 可 以 取 一 个 
实数 c， 使 之 
(5) f 1(%’ )S SS71 
再 定义 
(6) fst ay) =f, (x) 十 co 

(%€ Mi, yd4， Eu a€R);, 
其 中 形 如 x 十 ay 的 元 所 构成 的 子 空间 我 们 将 记 作 M:。 如果 *+y 
《PpP， 那 么 一 # 《EE ，f1( 一 4) 人 ce，f1(%) 沪 一 ec 因此 f(x+y) 
庆 0， 如 果 x 一 y《 忆 ， 那 么 4 EE ,，f1(%) 之 c; 于 是 f(x 一 少 源 
一 c=0。 将 上 述 两 种 情况 综合 起 来 就 得 到 :在 卫 门 Ms 上 恒 有 
f: 宇 0。 于 是 ，f 1 又 被 扩张 成 为 fi。 

现在 ， 借 助 超 限 归纳 法 即 可 完成 证 明 ， 因 为 上 述 扩张 过 程 连 
续 进 行 下 去 ， 最 终 将 能 得 到 所 期 待 的 定义 在 整 个 4 上 的 那个 实 
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线性 泛 函 了 。 口 
从 证 明 的 过 程 可 以 看 出 ， 定 理 所 肯 定 存 在 的 正 泛 范 巨 与 事先 
指定 的 z《 4 有关 ， 五 甚至 应 当 附 以 下 标 而 记 作 5， 不 过 我 们 往 
往 略 去 不 写 。 今 后 用 到 这 个 定理 时 请 读者 记 住 这 件 事 ， 
3.7.2 定理 ”如 果 4 是 Ca- 代 数 ，w 《4，x 天 0， 那么 ， 存 在 
一 个 Hilbert 空 间 瓦 还 存在 一 个 从 4 到 多 (了 ) 的 同 态 7。， 它 
满足 条 件 Ts(e) 一 六 


(1) T,X*) = TN)* (MX Cd) 
C2) Hi) zs) 64 
以 及 Tb) | = jl. 


证 我 们 人 先 来 求证 玉 的 存在 。 因 为 wn《 4 是 给 定 的 ， 所 以 在 
证 明 的 氢 述 中 应 当 用 它 做 下 标 时 也 可 省 略 。 
根据 定理 3.7.1， 可 以 取 4 上 的 一 个 正 泛 浪 万， 它 满 是 条 件 
(3) Fl(e)=1 Flwu*w)= lw |’ 
再 定义 4 的 一 个 子 集 
(4) Y={y《 A， 任何 %《 A 均 使 F(xy)= 0). 
由 于 万 连续 (定理 2,5.3)， 因 此 Y 是 4 的 一 个 闭 子 空间 。 将 YY 的 
稿 集 ， 即 4/Y 中 的 元 记 作 */ ， 


《5) %/ 一 % 十 了 (x € A), 
然后 验证 
(6) . (a, by=P(o*a) 


是 定义 在 4/Y 上 的 一 个 内 积 ， 

首先 指出 由 《6 ) 式 给 出 的 (a', 5) 的 定义 与 4 和 4b 的 表示 
式 的 选取 无 关 。 为 此 只 须 证 明 ， 如 果 4 和 5 至 少 有 一 个 在 Y 内 
村 ， 就 有 (pe) 一 0。 

如 果 e6Y， 由 〈4) 式 将 直接 得 到 已 (bea) 一 0。 如 果 2《 了 ， 
那么 由 定理 2.5.2 的 〈e) ， 并 且 再 一 次 应 用 《4 ) 式 ， 也 可 以 得 
Ea . 

《7) Flbra)= F(arb)= 0。 
因此 (a , 2 ) 的 定义 是 合理 的 ， 它 对 必 来 说 是 线性 的 ， 而 对 
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0 来 说 则 是 共 辊 线性 的 。 由 于 是正 泛 葬 ， 故 有 
《8) (4’ ,a’)=7(ata)> 8; 
和 如果 (wo ,al )= 0， 那么 Fasa)= 0 ， 根 据 定理 2.5.2 的 (8)， 
对 于 每 个 x《 4， 都 有 F(x4) 二 0 ， 所 以 g&6Y， 亦 即 i = 0 . 
然后 不 难 验 明 4/Y 是 一 个 内 积 空 间 ， 并且 可 以 赋予 范 多 
je 1 = (era):2 再 将 这 个 内 积 空 间 完备 化 ， 使 之 成 为 也 ijb- 
ert 空 间 ， 记 作 专 按照 我 们 当初 略 去 下 标 4 的 约定 ， 鞭 实 就 是 
H,. 
以 下 将 求证 4 到 绍 ( 脏 .) 的 同 态 7 的 存在 。 
我 们 在 4/Y 上 定义 算 子 T(x) 为 . 
(9) T(x)a’ = (xa)’, 
不 难看 出 ， 上 述 定义 与 4 的 表示 式 的 选取 无 关 ; 因为 ， 由 《4) 
很 容易 验 明 Y 了 是 4 内 的 一 个 左 理 想 ， 所 以 y《Y 时 ，【〈 4 〉 式 剖 涵 
xy《Y。 显 然 上 映射 x 一 T(%) 是 线性 的 ， 并 且 
(10) TKOT (2) =T (KX) (Xi Xa € A); . .. 
特别 是 ， 定 义 《9 ) 表明 T(e) .是 4/Y 上 的 重 等 算 子 。 现 在 我 们 
看 看 能 否 有 ，. ; - : . : 
DD) 7 ls 四 | (x€A) 
成 立 ? 此 事 一 旦 得 证 ， 利 用 算 子 了 (2 内 一 致 过 续 性 训 能 将 
张 为 囊 上 的 有 界线 性 算 子 。 注 意 到 
(12) TCr)a’ ?= (xa)’, Xa)’ ) = F(arv*xa) ， 
对 于 固定 的 2《 4， 定 义 G(%) 二 (a*xa), 这 时 ， G 是 4 上 的 一 个 
正 泛 函 ， 国 此 由 定理 2.5.2 的 (4)y 有 
(13) G(x*x) EGe) |.» ll 7 
利用 上 式 即 可 推出 
(14) (TC)a’ := Cmts Flare) 1 “| 2 一 la / 了 Hz 
从 而 证 明了 《1 1 
接 下 来 ， 计 算 
(T(x*)a’ ,0 )=((x*a)’ ,0 ) 一 (ONRGY: ;.. 
“=F((WD) a) = (0 (WD) ). “.. 


=(a, TH)0 Y= (ZX)sa 8 )， ' 

所 得 结果 表明 , 任何 w 《 4/Y 都 有 T(x)*a’ = 二 T(xw*)a? 。 既 然 4/YY 
在 互 内 稠密 ， 那 么 ( 1 ) 已 得 证 . 

最 后 ， 由 于 | e' ‖ =F(e#e)=F(le)= 1 ， 人 了 从 (3) 的 第 二 个 
等 式 和 12) 可 以 推 知 
(15) wl ?= F(t) = | Tu)e’ (el TO) | >。 
注意 到 〈11) 中 有 相反 的 不 等 式 ， 因 此 上 T(x) | = wl:。 口 

3.7.3 定理 ”如果 4 是 C*- 代 数 ， 那 么 ， 存 在 一 个 从 A4 到 
瑟 (O) 的 一 个 闲 子 代数 上 的 等 距 *- 同 构 ， 其 中 的 及 是 一 个 适当 
选取 的 Hilbert 空 间 ，。 

证 设 且 是 用 定理 3.7.2 中 那样 的 Hilbert 空间 五 ， 让 ww 历 遍 
4 时 作出 的 “直接 和 ”。 我们 来 精确 地 描述 及 ， 设 "(7) 是 由 各 个 
空间 五 。 作成 的 笛 卡 妃 积 中 的 一 个 元 ?的 如 - 华 标 。 于是， 根据 
定义 ，z《 五 当 昌 仅 当 、 
(1) > av) <co， 


其 中 ro) | 表示 xs(o) 的 到 ,- 郊 数 。《 1》 的 收 化 性 草 酒 至 
多 有 可 列 个 xs(o) 不 等 于 0 。 在 互 中 ， 内 积 将 用 公式 | 
(2) (V0) = oray ), ral0r)) (vo € H) 


定义 ， 因 此 上 2 上 ?=(v, v) 就 是 (1) 式 的 左 端 . 读 者 可 以 自己 
验证 这 个 玖 满足 互 ijpert 空 间 的 各 个 公理 
接 下 来 考虑 妥 (E。 设 S。 6 轨 ( 瓦 )， 如 果 对 于 任何 wx 64， 

有 | So.j 入 MWM， 那 么 ， 我 们 可 以 定义 S 为 在 每 个 瓦 .上 与 S。 作用 相 
同 的 算 子 ， 也 就 是 说 ， 对 于 "《 及 ，Sz 在 及 .内 的 坐标 是 ” - 

(3) Tu(SI) 一 Suoru(u) 。 
不 难 证 明 ，v《 五 时 Sv《 及， 因而 S《 绍 (H)， 并 且 

4) si =sup 1 sel. 


最 后， 我们 可 以 利用 定理 3.7.2 中 定义 在 ,上 的 算 子 7 使 
得 每 个 *《 A 对 应 于 一 个 算 子 7(%)《 多 ( 囊 )， 具体 做 法 是 规定 
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TB) xT)0) Tas) kB。 
镁 为 定理 3.7.2 已 证 


(6) |] 7%) ‖ 委 有 241 一】 了 (xz) | ， 
所 以 由 《4 ) 式 即 得 
(7) | Tx) | =Sup| 7,C%) || = 1 x 。 
至 于 从 4 到 绍 ( 卫 ) 的 映射 4 一 了 (%) 还 具有 的 其 它 性 质 ， 只 须 
将 定理 3.7.2 应 用 于 各 个 坐标 就 能 得 出 。 C 


定理 3.7.3 可 以 说 是 C*- 代 数 的 表示 定理 。 它 指出 在 等 距 *- 
间 构 的 写 义 下 ，C*- 代 数 实质 上 只 有 一 种 ， 某 个 Hilbert 空 间 的 
锚 ( 如 的 含有 恒 等 算 子 工 的 C*- 子 代数 。 

习 题 

” 以 下 各 题 中 的 字母 五 均 窒 示 Hilbert 空 间 。 

1。 对 “一 般 内 积 空间 均 可 完备 化 而 成 为 Hilbert 空间 ”这 个 
命题 做 更 精确 的 叙述 ， 并 给 出 证 明 。. 

2 。 设 NN 是 一 个 正 整数 ，a《 C，a*= 1 但 是 sz 天 1。 试 证 任 
何 互 空间 的 内 积 均 满足 恒等式 


NN 
(x, DD= 吉 DD 1 zt+ary la 
nal1 
以 及 
A 
(%,») = 去 | 中 x+eiy | ?era0. 


如 果 加 以 推广 ， 在 一 个 集合 上 的 哪些 函数 与 测度 ^“ 能 使 
恒等式 


‘x 妨 一 人 下 x+ 的 yw 人 的 
; 9 


(4) 设 {xs} 与 {yr} 是 石 的 闲 单 位 球 内 的 两 个 点 列 ， 并 且 
eo (Xr) Yo) 一 1， 试 证 wx 一 co 时 x, 一 | 一 0。 
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(5) 设 {xo} CH，xs 弱 收敛 于 xz ， 并 且 二 zs 一 人 xz] 。 
证 Xn | 一 >0 。 
。 设 豆 * 为 互 的 对 偶 空 间 ， 喘 射 % : 下 * 一 五 由 
3(%) 一 (X, PY*) (x € H,y*€ He*) 
定义 (参看 定理 3.1.5) 。 试 证 H* 是 HEilbert 空间 ， 相 应 的 内 积 
» 
[CX*, yy* = (GY SN*) 。 | 
设 5H*s->H* 对 于 一 切 y*《 He 及 zs*《 Hs* 都 能 满足 
Ze) = Cy* 2] ， 试 证 6$ 是 及 ** 到 且 上 的 一 个 同 构 ， 它 的 
存在 蕴涵 也 是 自 反 空间 . 
5。 设 {wn} 己 玉 是 单位 向 量 《 即 上 ws 上 = 工 ) 序列 ， 又 设 
T= 72) | (W908) |*<o0, 
1 | 
试 证 对 于 任何 纯 量 序列 {oi} 都 有 
[2 | 


i=m 


~7T) 2 Tad’e 


fm 


< (1+7) 3 | asl’, 
再 证 有 关 {e; 的 以 下 个 性 质 人 此 和 从 


(4) b> lailt<o0; 


(5b) 5 ajwi 依 五 的 范 数 收敛; 


i=1 
(Cc) 2 Qi;(wisy) 对 于 每 个 y《 也 来 说 都 是 收 合 的 。 
i=1 
入 和 了 和 1.6。 
。 试 证 定义 3.2. 1 中 的 单位 分 解 鼠 对 于 任何 %《 届 ,2 及 以 
有 en 
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"|E,,y (2) SE (2) Ey,y (0)., 
7 。 如 果 U《 多 (万 ) 是 西 算 子 ，o(U) 是 单位 圆 的 一 个 真子 
集 ， 那 么 ， 对 于 任 给 s>0， 均 能 选取 纯 量 wo，…，xx 使 
1 一 ao 一 ai 一 …… 一 cz | <e . 
成 立 。 但 是 , -如 果 o(U) 复 盖 了 整个 单位 图， 这 个 范 妆 就 绝 不 会 
小 于 1 。 试 证 之 。 
38。(4) 将 定理 3.5.5(4) 中 的 UP 换 成 PUO， 然 后 重新 证 
明 。 .| 
(8 》 设 可 逆 算 子 ZK 天 (五 ) 的 极 分 解 是 7 二 UP。 试 证 、 
有 
。 试 证 任何 可 逆 正 规 算 子 T《 家 (Z) 都 能 表示 成 某 个 正规 
ms < 鹏 ( 互 ) 的 指数 。 
。 设 W《 表 (Z) 是 正规 算 子 ， 而 了 6 密 (D) 是 可 逆 算 子 。 
区 证 ZN :是 正规 算 子 当 且 仅 当 六 与 Z*7 交换 。 
11。 〈&) 设 SB(H), TB(H) 区 为 正规 算 子 ， 并 且 
ST = 了 TS,。 试 证 S++ 了 与 ST 也 都 是 正规 算 子 . 
(5) 若是 对 (4) 中 的 S,7 再 附加 条 件 S 之 0 及 7 之 0， 试 证 . 
S+7>0，S7>0。 
(《c ) 指出 确实 存在 S 宝 0，7 宇 0 使 得 ST 并 非 正规 算 子 〈 当 
然 也 就 ST 隆 TS) ,事实 上 ，dim 太 =.2 时 就 有 这 样 的 例子 。 
12。 如果 工 《 绍 ( 耳 ) 是 正规 算 子 ， 那 么 将 有 某 个 西 算 子 口 使 
得 T* 二 UT， 试 证 之 ， 并 且 考 虑 在 什么 情况 下 局 是 唯一 的 ? 
13。 如 果 T《 多 (到 ， 而 且 T4T 十 紧 算 子 ， 那 么 7 也 是 紧 算 
子 ， 试 证 之 ， 7 
14。 找 出 一 个 非 紧 算 子 T《 多 (本 )， 它 有 7T?= 0 。 试问 这 样 
的 了 能 够 是 正规 算 子 吗 ? 
15。 设 正规 算 子 7 : 开 (BD) 的 谱 z(7) 是 有 限 集 ， 在 这 一 前 提 
下 ， 尽 量 多 推导 一 些 有 关 了 的 结论 。 
16， 将 定理 3.4.2 的 (4 ) 作为 题 设 条 件 ， 求证 算 子 方 各 
Ty=x 有 解 y《 五 当 且 仅 当 
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2 1271-2 1 wi | :<00, 
2=1 
《如 果菜 个 4; 王 0， 那么 必定 相应 的 % 一 0.)》. | 
17。T《 多 (HH) 的 谱 z(T) 能 够 分 成 三 块 互 不 相交 的 部 分 : 
点 谱 : ve (7)， 它 由 了 一 林 不 是 一 对 一 地 那些 1 C 组 成 ; 
连续 谱 vc(7)7 ， 它 由 了 一 1 一 对 一 地 将 互 映 射 到 互 的 稠密 真 
子 集 上 的 所 有 人 《C 组 成 ; 
莘 余 谱 w.(Z) ， 它 是 (7) 去掉 oo(T) U de(T) 之 后 的 余 集 。 
(ea 》 试 证 任何 正规 算 子 T7《 绍 (有 1) 的 剩余 谱 均 为 空 集 。， 
(5 ) 试 证 ， 当 五 为 可 分 空间 时 ， 正规 鼻子 7 志 ( 人 0 的 点 
谱 至 多 为 可 列 集 ， 
(c) 设 Sx 与 ,分别 是 作用 于 Hiilbert 间 P 上 的 向 和 向 丰 
移 位 子 (参看 第 1 章 习 题 1 ) 。 
，、 试 证 (Se) 2= =SE, 以 及 
Tp (S1) 一 or (Sr) = {2: 121<1}, 
sc(Sr) 一 ce(Sm = {7:14|=1}, 
or(Sn 一 rp(Sn) = Y. 
18。 设 Sx 与 SL 为 上 题 所 述 ， 试 证 Sr 与 Sr 各 不 能 有 要 分 角 
DUP, 
19. . 设 ZB 是 正规 算 子 ，4 是 BD 内 由 7 与 
7* 生 成 的 闭 子 代 数 。 试 问 ， 如 果 卫 能够 依 朋 (五 ) 的 范 数 拓扑 用 属 
于 4 的 射影 算 子 的 有 限 项 线性 组 合 去 逼近 ， 则 ?7 必须 有 什么 样 
的 《充分 必要 ) 条 件 ? 
20。 试问 
《4 》 任 何 正 规 算 子 了 多 ( 友 在 络 ( 卫 地 能 有 一 个 平方 
根 吗 ? 
(b) 算 子 6 王 ( 夯 的 所有 平方 要 组 康 的 信人， 其 基数 是 
怎样 的 ? 
(c ) 同一 个 算 子 了 的 两 个 平方 根 不 能 交换 的 情况 ， 有 可 能 
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出 到 特别 是 ， 如 果 T 二 7 呢 ? 
1。 证 明 Fourier 变换 / >f 是 7(R") 上 的 一 个 西 算 子 ， 并 
有 研究 2 的 详 
提示 ; ， 当 %= 1 时 ， 求 出 


exp( 羡 吕 ) 儿 污 ) exp(~—*") (好 一 0，1，2，.…) 
鹏 Eourier 变 换 。 
22。 求 证 


(4) 任何 两 个 无 限 维 的 可 分 Hilbert 空间 都 是 等 距 同 构 
芍 ? 
(5 ) 定理 3.6.2 提 到 的 空间 .22 是 可 分 空间 ; 
(c) 在 无 限 维 Hilbert 空间 及 中 ， 可 逆 算 子 了 不 可 能 仅 用 
一 个 指数 表示 ， 无 论 妃 是 否 为 可 分 空间 。 
23。 设 7T《 绍 (H) 是 正规 算 子 ，f 是 oT) 上 的 一 个 有 界 
Bore] 函 数 ，S 二 / (7)，Ez 与 Es 分 别 为 了 与 S 的 讲 分 解 ， 试 证 任 
何 Borel 集 oCo(S) 都 有 | 
Es(0) =Er(f-!(%)). 
24。 设 Sk 急 ( 万 ) ,7 一 (万 ， 记 号 S 关 7 意味 着 S 一 7 0， 
邯 任 何 x《 卫 都 有 (Sx，%) 守 (Tx，x). 
试 证 下 述 有 关 一 对 自 伴 射影 算 子 一 与 C 的 四 个 性 质 披 此 等 
价 ， 
(4) P>0; 
(b) RD IOROO); 
(¢) PO=0; 
(a) 0P=0. 
如 果 瑟 是 单位 分 解 ， 则 EC ) >E (0") 当 且 仅 当 w’ 二 ov， 
25。 设 * 是 复 代数 4 内 的 一 个 对 合 ，2 是 4 的 一 个 哥 逆 元 ，. 
并 且 Ye 一 9 再 对 每 个 x《 A 定义 x** 为 
eg， 
试 证 # 电 是 4 内 移 一 个 对 合 ， 
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26。 设 4 为 全 体 4x4 复 矩阵 组 成 的 代数 。 如 果 对 = (jj》 
《A， 设 MM* 为 M 的 共 轿 转 置 ，tm?) 王 砚 j。 置 


0001\ 0000 0000 
_[ooio [1000| “lo000 
o- [3019 人 

1000/; 0000/); 0001) 


并 与 上 一 题 同样 地 定义 
0 一 OAI4O (MM 564 。 
《4) 试 证 5 与 按照 对 合 # 来 说 是 正规 算 子 , 且 有 ST=7S， 
但 是 ST* 关 7*5， 
(8 》 试 证 S+7 并 非 #- 正 规 。 
(c) 比较 上 SS* 上 与 1 Sl: 的 值 。 : | 
C4 ) 计算 谱 半 径 p(S+S*)， 指 出 它 与 | 5+S* 上 | 的 值 不 


(2 ) 定义 =v1) 《 4， 
D912 二 Vz 三 作 Val 二 V43 二 一 步 
其 它 的 2 和 7 则 是 rz 一 0， 
计算 z(VV*)， 指 出 它 不 在 C0，o%) 之 内 ， 
《这 个 习题 可 以 说 是 前 面 一 些 定理 的 反例 。(a ) 表明 定理 
3.1.16 在 某 些 对 合 的 背景 下 可 能 失效 ， (2 ) 表明 本 章 习 题 11 的 
(4Z)》 也 是 如 此 (5c )，(4) 和 (ee) 则 表明 ， 如 果 取 对 合 #， 
定理 2.4.7 的 有 关 部 分 将 不 能 成 立 。) 
27。 设 和 是 由 全 体 实 轴 上 的 三 角 多 项 式 构成 的 向 量 空间 ， 这 
些 函 数 都 可 以 记 作 
f (=oreit + ee ten ny 
其 中 sx 《 R, cr 《C1<k<n. 
试 证 
A 
,B= lim pr AI 
是 X 上 的 一 个 内 积 ， 并 且 
Lf1=0, f=]c :+ + lcsl’, 
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民 完 备 化 后 将 是 不 可 分 的 王 IJbert 空 间 五 。 
再 证 五 包含 了 三 角 多 项 并 的 所 有 的 一 歼 极 限 ， 它们 就 是 只 上 
的 所 谓 * 玛 周期 函数 ”。 
28。 设 及 w 是 无 限 维 的 Hilbert 空 间 ， 屿 也 明 拓 入 。 证 明 其 内 
积 是 豆 w x Hw 上 的 一 个 分 别 连续 了 活 数 ， 而 不 是 联合 连续 的 . 
29。 设 久 是 一 致 凸 Banach 空间 。 这 就 是 说 ， 次 照 定义 ， 题 
设 条 件 
| zs 1 yal 1 fxrt+ yal — 2 
蕴涵 x, 一 yy 一 >0， 
试 证 
(4) 定理 3.1.3 在 成 内 成 立 。 
《5) 如果 外 xz 和 =1，46Xe，| 和 4 =1，4xo 一 13 那么 ， 
{xw} 依 的 范 数 拓 扩 是 Cauchy 序 列 。 
提示 :考虑 A (x 十 %)。 1 | 
《Cc ) 任何 4《 X* 都 将 在 避 的 闲 单位 球 上 取得 其 极 大 值 
(4d) 如 果 xwrx 是 弱 收 化， 又 有 小 xj 一 站 xj ， 那么 
,一 站 | 一 0。 
提示， 将 问题 归结 为 | za = 1 的 情况 ， 然后 对 于 适 当 的 4 
考 虚 4 (Xn 十 2)。 
Ce) 指出 上 述 四 个 性 质 将 在 某 些 Banach 空间 失效 ， 例 如 
疙 与 C。 因 此 这 些 空间 就 不 是 一 致 帅 的 。 但 是 ， 任 何 Hilbert 空 间 
”都 是 一 致 凸 空间 。 
30。 评 注 3.5.6 兽 经 指出 ， 任 任何 7《 绝 (H) 都 有 因子 分 解 
T=VD, 
其 中 忆 是 正 算 子 ， y 是 强 (P) 到 统 (7) 上 的 一 个 线性 等 距 ， 如 果 VV 
能 扩张 成 为 忆 上 的 一 个 西 算 子 ， 这 时 了 全 就 有 一 个 极 分 解 。 试 证 ， 
当 dimH<cc 时 这 样 的 扩张 一 定 能 实现 。 
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第 4 章 Hilbert 空间 上 的 无 界 算 子 


讨论 无 界 算 子 是 有 实际 背景 的 。 例 如 ， 施 行 于 空间 中 微 商 
也 属于 工 :的 一 切 绝对 连续 鳃 数 的 微分 算 子 就 是 一 个 无 界 算 子 。 它 
在 波动 力学 中 用 重要 的 作用 ， 本 党 的 核心 内 容 是 去 掉 有 界 条 件 重 
新 研究 谱 定 理 ， 并 且 得 到 与 第 3 章 相 同 的 结论 ， 全 书 最 后 一 节 的 
篇 四 分 配给 算 子 半 群 。 然 而 仅 作 了 极为 扼要 的 叙述 .不 过 ,还 是 介 
绍 了 十 分 有 用 的 Hilbert 空 间 上 单 参数 西 算 子 半 群 的 Stone 定 理 ， 


4.1 基本 要 人 : 


4.1.1 定义 

算 子 设 互 为 Hijbert 空 间 。 今后， 各 果 我 们 提 到 玉 内 一 个 算 
子 了 时 没有 附加 其 它 条 件 ， 只 是 简单 地 称 之 为 算 子 ， 那 就 是 一 个 线 
性 映射 ， 它 的 定义 域 多 (7) 是 互 内 的 一 个 子 空间 ， 值 域 级 (7) 忆 
五, 
如 果 红 (7) 在 五 内 稠密 ， 就 说 算 子 7 是 称 密 定义 的 。 
上 述 定义 并 未 规定 了 有 界 或 连续 ， 因 而 有 界 算 子 〈 或 连续 算 
子 ) 可 以 视 为 一 个 特 款 ， 而 且 ， 如 果 算 子 了 是 连续 的 (就 末 (77) 
从 万 继承 的 范 数 拓扑 而 言 》 ， 那 么 应 当 能 连续 扩张 到 @(7) 
上 ,进而 还 能 连续 扩张 到 整个 瑟 上 , 因为 乃 (7) 在 五 内 究 备 . 这 样 
的 了 实质 上 是 绍 ( 厂 的 某 个 元 限制 于 乡 (7) 上、 

伴随 算 子 ” 设 算 子 了 是 筒 密 定义 的 。 设 ?《 瑟 是 这 样 一 个 元 
素 ， 它 能 使 及 内 相应 地 存在 一 个 元 素 y*， 对 于 任何 *《 纪 (7) 都 

(7Yy 人) 一 (和 3 时) 
这 时 y* 由 了 唯一 地 确定 ， 令 
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本 一 了 本 9 
就 定义 了 一 个 算 子 Z7*， 称 之 为 算 子 了 的 伴随 算 子 。 
显然 ， 算 子 T* 确 实 是 五 内 的 一 个 线性 上 映射 。 因 为， 如 果 它 在 
与 六 有 定义 ， 则 任何 x 《 纪 (7) 都 有 
(Tx,ciyt te) =.(TKX, YI) + Tx, y2) 
= CX T HY) + EXyT Hy) 
| = (XC 91 十 Co 本 72) 。 
因此 ct+eaysk 红 (Te (于 是 多 (74#) 是 五 内 的 一 个 子 空 
间 》 并且 四 
T#(c1yst cy2) =0T* y+ cy2. 
图 象 ” 所 谓 匡 内 的 算 子 了 T 的 图 象 多 (7) 乃 是 及 x 玉 内 由 有 序 
偶 {x,7Tx} 组 成 的 子 空间 ， 其 中 的 % 将 历 追 (7)， 
如 果 互 内 的 两 个 算 子 S 与 工 满 足 条 件 氏 (门生 多 (S)， 并 且 
当 x 《多 (7) 时 恒 有 Sx 二 7x， 那 么 就 说 是 多 (7) CC 多 (S)， 或 者 篇 
单 地 记 作 TCS. 
根据 伴随 算 子 的 定义 ， 由 TCS 将 得 出 Te 二 Se*。 这 是 因为 
对 于 x%《 纺 (T) 性 多 (5) 来 说 ， 如 果 y《 多 (S*)， 就 有 
(Tix, y) = (Sx%,Y) = (XS*Yy). | 
所 以 7y《 BZ (7*). 
闭 算 子 ” 如 果 五 内 的 算 子 人 的 图 象 是 媚 x 瓦 内 的 一 个 亲子 空 
间 ， 了 称 为 闭 算 子 。 
根据 闭 图 象 定 理 ，Z《 肛 ( 瑟 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 多 DD= 
-已 ， 并 且 了 是 闲 算 子 。 
对 于 无 界 算 子 施行 代数 运算 时 ， 要 特别 注意 它 它们 的 定义 域 。 
下 面 是 和 与 积 的 定义 域 的 内 涵 。 
DS+T)=DB) ND OI; 
BSDN=IE DD :TY ED HY. 
4.1.2 定理 ”如果 S,7 与 S7 都 是 在 五 内 称 密 定义 的 算 子 ， 那 
么 将 有 
《1) T*S#C (ST)*, 
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作为 特 款 ， 当 St 绍 (D 时 ， 可 以 得 到 “ 
《2) T*Se* = (ST)*. 

证 设 x《 急 (ST)。y 《多 (7T#S5*)。 这 时， 因为 * 《多 (2)， 
Sey《 多 (7#)， 所 以 
(3) (Tx, Sey) = (x, TeSey)S 
又 因 Tx《 多 (S)，Jy《 久 (SS*)， 所 以 
(4) | 《STx,)) = (TX,S*y)., 
于 是 得 到 
(5) ~” (STx,yY) = (XT*S*y), 
这 表明 由 y《 多 (7T*S*) 能 推导 出 y《 纪 ((ST)*)， 因 而 包含 关系 
《1) 成 立 。 

现在 考虑 特 款 S《 妇 (HH), 设 y《 钨 (ST)*)。 这 时 有 S* 
多 ( 昌 )， 所 以 多 (5S*) = 及， 并且 ， 对 于 所 有 的 x+《 多 (ST)， 都 
有 - . 
46) (Tx, S*y) = (STw, y) = (x, (ST) *y). 
因此 S*y《 多 (7*)， 进 而 得 知 7》《 多 (*S4)。 这 样 ， 由 条 件 SE 
级 ( 百 ) 又 能 推导 出 与 (1 ) 相反 的 包含 关系 


(7) (ST)*CT*Se, 
所 以 等 式 (2 ) 成 立 。 口 
4.1.3 对 称 算 子 


定义 ”空间 互 内 的 算 子 了 称 为 对 称 算 子 ， 如 果 对 于 任何 Xk 
多 (7T)，y 《多 (了 了) 来 说 
(7 Mo 3) = (%, TY) 
都 成 立 。 

由 定义 可 以 看 出 ， 对 称 算 子 工 的 伴随 算 子 7* 也 是 对 称 算 子 ， 
的 为 ， 
(T'*x, y) = TYX) = Ty, XH) =(y, Tx) 

= (TX = (%,7*y), 
定理 ” 悉 密 定义 的 算 子 了 成 为 对 称 算 子 的 充分 必要 条 件 是 7 


人 -7 让。 
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证 先 证 必要 性 。 设 工 是 对 称 算 子 ， 按 照 定义 ，z( 氏 0)， 
《多 (7) 时 有 (Tx,y) = (x,7'y)。 由 于 算 子 人 是 稠密 定义 的 ， 
因此 工 的 伴随 算 子 7* 存 在 并 且 《7x,y) = (x，7*y)， 寺 是 我 们 得 
到 y 《多 (7T*) 和 Ty=7*y， 这 意味 着 TCT*。 本 

下 证 充分 性 。 设 C7* 成 立 ， 也 就 是 说 ， 当 7《- 杀 (2) 时 必 
定 y《 多 (7*) ， 并 且 在 氏 (7) 上 恒 有 7 一 T*y。 由 于 稠密 定义 的 
算 子 了 恒 有 伴随 算 子 7T* 存 在 ， 以 及 〈Tw,3) = (%,T*y)。 因 而 得 
到 (Tx,) = 4.73) ， 即 了 是 对 称 算 子 。 . 口 

当 T 一 T* 时 ，7 称 为 自 伴 算 子 ，. 

在 第 3 章 我 们 已 经 熟知 ， 有 界 算 子 了 6 志 (ED 的 自 伴 与 对 

称 这 两 个 性 质 是 吻合 的 。 但 是 ， 无 界 算 子 7 则 不 然 ， 因 为 上 述 定 
理 指出 ;对称 性 相当 于 TYCZ*。 可 见 对 称 算 子 不 一 定 都 是 自 华 

4.1.4 例 

例 1。 设 灵 = 居 = 碟 2(C0,12)， 全 着 eegne 玫 刘 
然后 在 二 内 定义 算 子 了 1, 了 和， 它们 的 定义 域 分 别 为 : 

DT)HCO0, 1 2 上 的 全 体 绝对 连续 甬 数 / 组 成 并 且 记 4 
L’s 
DT DTN SO =f) 

DTI=DBITIN SO =7 DD) =0, 

这 三 个 集 都 在 ZL 内 币 密 。 对 于 《多 (7T6) (k= 1 2, 5， 定义 
(1) T=if’. 

4 与 其 伴随 算 子 T8 有 以 下 关系 : 

(2) TE =T TE =T TE =T. 

由 于 TCTzCT1， 因 此 7z 是 对 称 (并 非 自 伴 ) 算 子 区 的 一 
个 自 伴 扩张 ， 而 刀 2 的 扩张 也: 却 不 是 对 称 算 子 ， 

我 们 来 求证 〈2 ) 。 首 先 注意 到 

| 


3) Ga 有 = 10E = f Ge) =(f ,Ts8) 
0 0 
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在 ff《 急 (TH)，g 《DB(Tm) 且 mt+h= 4 时 成 并 ,因为 这 时 有 
f (Dg 二 (0)g (0)。 由 此 可 知 TmCT# ， 或 者 分 别 写成 
(4) TICTS TOCT ; TCT 。 


然后 ， 设 gE 多 (TT ，$=Ttg， 置 @(w=| $， 于 是 ， 
“ 0 
对 Af《 妇 (TR ， 可 以 计算 出 


1 
(5) | Gf V8= Ce 人 = (有 

站 、 

= /1) BD -| f'B., 
0 

由 于 二 1 ，2 时 ， 抠 (7T4) 含有 非 零 常数 ,因此 (5) 式 蔓 涵 
(1) 二 0 而 当 = 3 时 ， 有 (1) = 二 0。 所 有 这 些 情况 ， 都 能 得 
到 
(6) ig—$ RTO!. 


由 于 家 (7 =， 如 果 k= 二 1， 那么 i 二 BB; 但 是 前 面 已 经 
指出 (1) = 0 ， 因 而 g 《多 (73). 所 以 T* C73。 


: z 
如 果 = 2 或 3， 这 时 统 (ZW) 由 全 体能 使 wx=0 的 wk 二 组 
0 


成 ， 所 以 
(7) R(T) = R(T) 一 7 
其 中 立 是 疡 的 一 维 子 空 间 ， 它 包含 常数 . 于是，〈6) 式 列 洱 
;8 一 惠 等 于 常数 。 因 而 .8 是 绝对 连续 函数 ， 并 且 g'《 天 也 就 是 
说 g《 名 (7T)。 固 定 X= 3 ， 现 在 证 得 7# CT 
至 于 二 2 ， 前 面 已 经 指出 中 (1D = 0 ， 因 而 g(0) 二 g(1)， 于 
是 g《 多 (Ti)。 我们 又 证 明了 ZT# CT 
最 后 ， 回 顾 包 含 关系 〈 4 ) ， 就 知道 求证 (2 ) 式 的 工作 已 
例 2. 与 例 1 同 样 地 取 玉 == 志 对 于 《多 (1)， 定 义 
Df 二 f'， 再 定义 UM 让 (=tf 4)。 这 时 有 (DM 一 MD}Y=J， 
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或 
(1) DM— MD=J1,， 

其 中 了 表示 的 定义 域 上 的 恒 等 算 子 ，。 

在 《1) 式 中 出 现 的 恒 等 算 子 可 以 看 成 是 两 个 算 子 的 换 位 
子 ， 但 是 ， 这 两 个 算 子 当中 仅 有 一 个 是 有 界 算 子 。 从 而 引出 一 个 
问题 ， 恒 等 算 子 能 否 成 为 有 H 上 的 两 个 有 界 算 子 的 换 位 子 ? 答案 是 
否定 的 .不 仪 在 络 ( 如 内 , 而 是 在 任何 Banach 代 数 中 都 将 如 此 。 
因为 有 下 面 的 定理 ， 

4.1.5 定理 ”对 于 Banach 代数 4 的 单位 元 。 来 说 ， 任 取 x， 
y 《4， 都 有 | 

XY— YXFEe 
证 用 反 证 法 。 
假定 %y 一 yx=e。 作 归纳 法 假 设 
(1) XYy— YX"—nX"!10, 
那么 % = 1 时 已 经 成 立 ， 如 果 ( 1) 式 对 于 某 个 正 整 数 % 能够 成 
立 ， 则 x” 尖 0 而 且 
XY YX NX" (YY 一 YN) + (XY YX % 
—X"e 十 NA lx 
= (1% 十 1)%”, 

这 表明 (1) 式 中 的 % 换 成 w+ 1 之 后 仍 能 成 立 。 由 此 推 知 ， 对 
于 一 切 正 整数 和” ， 都 有 


色相 5 二 人 xy 一 2 入 2 有 2 有 2 
<2] xz 直下 下 下 3， 
锥 而 导致 4 委 2‖ > 外 > 外 。 这 是 不 可 能 的 。 口 


4.2 闭 算 子 ,对 称 算 子 和 自 伴 算 子 


4.2.1 图 象 法 
前 一 节 已 定义 太空 间 内 的 算 子 了 的 图 象 是 及 x 五 内 的 有 疮 偶 
《x，7%} 组 成 的 子 空间 ; 并 指出 姜 系 式 TCS 等 价 于 多 (7) 多 (5S) ， 
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那么 ， 了 = 显然 等 价 于 多 (7) = 家 (S)。 这 说明 五 空间 上 的 算 子 
的 某 些 问题 的 结论 ， 可 能 从 它们 在 五 x 五 空间 的 图 象 的 性 质 得 
出 。 这 种 方法 将 称 为 图 象 法 。 应 用 图 象 法 时 ， 首 先 要 使 Hilbert 
空间 豆 的 乘积 空间 五 x 瑟 也 成 为 一 个 Hilbert 空间 。 为 此 ， 定 义 
五 x 互 内 的 两 个 元 {e, 5} 与 {c, 分 的 内 积 为 
(1) ({a, 5}, {ec, 4}) = (a, ¢) + (2, d), 
其 中 (4, 0) ，(2, 4) 仍 表 示 瑟 空间 的 内 积 。 验 证 这 个 定义 满足 内 
积 所 应 当 具 备 的 各 个 性 质 是 很 容易 的 工作 ， 在 此 不 再 歼 述 。 至 于 
.五 x 五 内 的 元 素 的 范 数 则 由 下 式 给 出 ; 
(2) lta, = ell?+ eh?, 
图 象 靶 要 经 常用 到 瓦 x 五 上 的 一 个 算 子 PP， 它 由 下 式 
(C3) Vi{a, 0}={—0, a} (a, 0 € H) 
定义 。 这 时 显然 有 . 
(4) V*{a, 6}={6, —a}. 
于 是 得 到 | 
《5) VV*=V*y=1, 
其 中 了 I 是 及 x 互 空 间 上 的 恒 等 算 子 ， 沿 用 过 去 的 名 词 ， 纹 以 将 VV 
称 为 五 x 五 空间 上 的 一 个 本 算 子 。 注 意 到 
(6) 太一 一 7， 
那么 ， 如 果 MC 瑟 x 五 是 一 个 子 空间 ， 将 有 
VM=M. 1 | 
应 用 图 象 法 研究 五 空间 上 的 算 子 工 与 7* 之 间 的 关系 时 ，HH x 
五 空 间 上 的 算 子 六 可 以 发 挥 不 少 的 作用 。 
4.2.2 定理 ”对 于 五 空间 内 稠密 定义 的 算 子 了 来 说 ， 以 下 结 
论 成 立 ; 
(4) GT#) VG TY, 
其 中 CV 多 (TT) 并 是 V 多 (TT) 在 旦 x 卫 内 的 正 交 补 ， 
(5) 7* 必定 是 闭 算 子 ， 作为 特 款 ， 自 伴 算 子 是 闭 算 子 ; 
(c ) 如 果 人 是 闭 算 子 ， 那 么 互 x 瓦 空间 将 起 两 个 正 交 子 空 
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HxH=VE (7) 全 多 9) 

注意 到 及 x 且 空 间 上 的 西 算 子 V 的 性 质 V= 一 7，(c) 中 的 直 . 

和 也 可 以 用 另外 两 个 正 交 子 空间 ; 
HxH=% (7 四 Fei2 (TY). 

证 (4) 以 下 四 项 陈述 中 的 每 一 个 ， 显 然 与 它 前 面 或 后 面 ， 
的 一 项 是 等 价 的 : 

(1) {9,2} € (1°%): 

(2) (7x,y) 二 (x,z) 于 任何 x 《 多 (7)， 

(3) ({ 一 7%x,X},{y,2})= 二 0 于 任何 %《 多 (3 

(4) {y2} € (VG (TY 

(5 )》 求证 定理 3.1.4 的 第 一 自然 段 的 叙述 中 曾经 提 到 ,任何 
ECH x 五 作出 的 E+ 都 是 闭 集 。 因 此， 由 《4) 可 知 乡 (Te) 是 
Hx 五 内 的 闲 图 象 。 

(c ) 因为 题 设 人 为 闭 算 子 ， 所 以 多 人 ) 是 闭 图 象 ， 愤然 六 
是 西 算 子 ， 那 么 V 多 (7) 仍然 是 闭 图 象 。 应 用 定理 3.1.4 的 推论 ， 
就 可 以 由 结论 (4) 得 出 V9 (7) =[ 多 (TD U 

推论 ”对 于 任何 & 互 ，5《 呈 来 说 ， 方 程 组 

Txt+y= 4 
x%+7I*y= 5b 
有 唯一 的 解 X《 多 (7) ,yy 《多 (74)， 

证 这 是 应 用 定理 中 的 结论 (c ) 的 一 个 实例 。 口 . 

下 面 的 定理 给 出 了 几 个 能 使 对 称 算 子 成 为 自 伴 算 子 的 条 件 ， 
证 明 时 主要 是 应 用 图 象 法 ， 

4.2.3 定理 设 了 是 在 五 空间 内 稠密 定义 的 对 称 算 子 ， 

(Ca) 如 果 多 (7) = 五, 那么 了 是 自 伴 算 子 , 并 且 是 连续 的 ， 
也 就 是 说 T《 家 (五 ) 。 . | 

(5) 如 果 工 是 自 伴 算 子 ， 双 是 一 对 一 的 ， 那 么 玩 ( 了 )) 在 五 
内 稠密 ， 并 且 7- :也 是 自 伴 算 子 。 . 

(c ) 如 果 鹏 (7 在 五 内 稳 密 ， 那 么 了 是 一 对 一 的 。 

(4 ) 如 果 多 (7T) = 五 ， 那么 工 是 自 伴 算 子 ， 并 且 T'《 织 
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(DH). 

证 《a4) 按照 题 设 ，TC7*， 如 果 多 (7T) = 且 ， 就 应 当 是 
了 = 24*。 再 由 定理 4.2.2 的 (2 ) 可 知 了 是 闭 算 子 ， 轩 而 根据 闭 
图 象 定 理 又 能 得 到 了 的 连续 性 。 

(5) 设 y 上 统 (T)。 这 时 映射 Xr 一 (7%,y) 二 0 在 多 (了) 内 
连续 ， 因 而 y《 更 (7*) = 多 (7)， 并 且 对 于 任何 x《 弥 (7T)， 都 有 
Cx;TY) = 二 (Tx) = 0 .因此 YY= 0 .既然 题 设 了 是 一 对 一 的 ， 
那么 y= 0 。 从 而 证 得 多 (了 7 了) 在 五 内 向 密 ， 

现在 有 了 2 叱 (TD = 灾 ( 人 7) ， 也 就 是 说 7 :是 稠密 定义 的 ， 因 
此 《7T-D)* 丰 在。 关系 式 
(C1) GT = 多 (一 人 TB (TD = 经 (一 7 
很 容易 验证 。 既 然 本 是 自 伴 算 子 ， 一 了 也 应 当 是 自 伴 算 子 ， 因 
此 ， 将 定理 4.,2.2 的 〈《c) 应 用 于 7-: 和 一 了 ， 可 以 得 到 正 交 分 


解 : 
(2) HxH=Vg (T°") OG (TN) *), 
(3) HxH=VS (一 TD) 四 多 (一 人 
= (TD) OVE I-). 
随即 看 出 


《4) 多 (CT 一 [YYG@( 人 TD)L= 乡 (70， 
也 就 是 〈Z-0 一 1。 

(5c》 设 Tx=0。 这 时 ,任何 《多 ( 2 都 有 (x,79) 一 (Tx， 
3) =0， 也 就 是 说 x 级 (7T)。 因 此 *=0。 

(4) 既然 于 (T) = 瑟 ， 那么 由 《6 ) 可 知 7 了 是 一 对 一 的 ， 
并 且 鹃 (7 -0 = 玉 。 任 取 x《 及，y《 且 ， 应 当 有 唯一 确定 的 2《 包 
(T) 和 w 《多 (T)， 使 + 二 Tz，y=Tw。 因 此 

(Tir, y) = (2, Tw) = (T2,w) = (%, Ty), 
这 就 证 明了 ZT-! 是 对 称 算 子 ， 根 据 (z) ，7-: 将 是 自 伴 算 子 ， 并 且 
还 是 有 界 的 。 最 后 ， 由 (2) 可 知 T= (7-0) ~! 是 自 伴 算 子 。 
| 口 
4.2.4 定理 ”如果 了 人 是 在 五 内 稠密 定义 的 闭 算 子 ， 那 么 哆 
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(7*) 是 稠密 集 ， 并 且 7**= 了 7， 

证 假定 纪 (7*) 在 恕 内 不 秽 密 ， 那 么 应 当 有 一 个 z 关 0 正 交 于 
急 (7*) ,也 就 是 说 ， 对 于 任何 《6209 都 有 (2,7) 一 9。 这 时 
五 五 空间 中 的 内 积 

({0,2}, {—7*y, y}) 二 0。 
因而 {0,2} 《CV 多 (79I+，7 既 然 是 闭 算 子 ， 定 理 4.2.2 的 (e) 
已 证 CV 多 (7T*)3+= 多 (7T)， 那 么 将 得 出 10,2} 《多 (7)。 于 是 z= 
77(0) =0。 这 与 原 设 相抵 触 。 从 而 证 得 闭 算 子 7 的 (7*) 必定 是 : 
得 密集 ， 同 时 可 知 〈T*z)* 一 Tssy 存 在 。 

现在 ， 利 用 闭 算 子 7 和 T* (参看 定理 4.2.2 的 (四) 对 五 x 五 

作 正 交 分 解 . 
(1) HxH=@(T)BVG TH 
(2) HxH=VS (TBGZ (LT**), 
比较 以 上 二 式 ， 就 将 得 到 
(3) TH) = (7T), 村 
此 即 T= 了 7， .0 
4.2.5 定理 没 了 是 在 右 内 科 密 定义 的 亲 算 子 ， Q=I+747, 
(a) 在 上 述 条 件 下 ，@ 是 从 
DO =DBTT)={x DD TX EDI} . 
到 及 上 的 一 对 一 的 映射， 并且 存 在 这 样 的 算 子 B《 姑 (H),C《 雪 
- “到 满足 条 件 上 B <<1, Cl 1,C=ZTB， 以 及 
(1) BOC0OB= 了 。 
此 外 还 有 B 宇 0，7T* 了 是 自 伴 算 子 。 

(5) 如 果 7Z' 是 T 在 纪 (7* 了 T) 上 的 限制 ， 那 么 多 (7) 在 多 (7) 
内 稠密 。 

这 里 和 以 后 用 到 的 字母 2， 总 是 用 来 表示 定义 城 为 的 恒 等 
算 子 ， 

证 (a) 如 果 x 《 20(O)， 那么 Tx 《 多 (7*)， 并 且 可 以 计算 

(2) (XsX) 十 (TX, TH) = (x,%) + (XT*7'%) 
= (%, OX); 
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因此 1 xs1x1 ex， 这 表明 @ 是 一 对 一 的 ， 
根据 定理 4.2.2 的 推论 ， 对 应 于 任何 K 互 ， 都 有 唯 - :的 向 量 

Bh《 多 (了) 和 唯一 的 向 量 C%《 妇 (7*) 使 得 

(3) {0; 及 ={ 一 TBh,B 及 +{Ch,T*C 肌 ， 
显然 刀 和 C 都 是 妃 内 的 线性 算 子 ， 它 们 的 定义 域 就 是 所 。 注 意 和 天 

(3 ) 式 右 端的 二 个 向 量 彼此 正 交 ， 按 照 五 x 五 内 的 范 数 的 定 
义 ， 将 有 

(4) [jl | Ba) ?+ | ch? Ch ED, 
所 以 上 B11，|JCi 志 <1。 
等 式 〈3 ) 车 按照 分 量 写 出 ， 那 就 是 ， 对 于 任 何 h《H 都 存 
(5) 0 =—TBh+Ch, 
(6) 太 一 Bh+ 721*Ch, 
于 是 可 得 

(7) C=78, 

(8) QB=1. 
由 《8) 式 可 知 ，B 是 从 五 到 多 (0) 上 的 一 对 一 的 上 映射, 如 果 y 
多 (Q)， 将 有 某 个 hE《H 使 得 y==Bh, 因而 Qy=0Bh= 加 以 及 
BOY 一 Bh 二 y。 所 以 BQOCI， 至 此 证 完了 1). 

和 如果 瑟 ， 那 么 有 某 个 x%《 急 (0) 使 得 = 二 Qx， 这 时 由 (2) 

式 可 得 

(9) (Bh,h) = (BQ%,0%) = ga >0, 
因而 8B 之 0，B 是 自 华 算 子 ， 然 后 由 定理 4.2.3 的 (6) 可 知 C 是 = 
伴 算 子 ， 于 是 7* 了 T=0 一 J 也 是 自 伴 算 子 。 

(5 〉 由 于 是 闭 算 子 ， 多 (7) 应 当 是 x 有 的 一 个 用 子 空间 ， 
因此 多 (2 是 Hilbert 空 间 。 为 了 求证 多 (2 ) 在 多 (7) 内 稠密 ， 可 
以 用 反 证 法 。 

假定 有 非 零 元 {z,7z} 《多 (7) 正 交 于 多 C ， 那 么 任何 x*《 弥 

《2 #7 ) = 多 (0) 都 使 得 : 

0 =({2,7T2}, {x, Tx}) = (2,%) + (Tz,T%) 

= (2,%) + (552 87 2) = (2, OX) 。 


16] 


-但 是 鹃 (@) = 吾 ， 所 以 z= 0 ，7z= 0。 这 与 {zyTe} 是 非 零 元 的 原 
设 抵触 。 口 
4.2.6 极 大 对 称 算 子 
定义 ”如 内 的 对 称 算 子 Z 称 为 极 大 对 称 的 ， 如 果 了 Z 不 能 有 真 
正 的 对 称 扩张 ,也 就 是 说 ， 以 下 条 件 
TCS: S 对 称 
蓝 洱 人 = 
定理 ” 自 伞 算 子 都 是 极 大 对 称 的 算 子 。 . 
证 设 自 伴 算 子 有 一 个 对 称 扩张 S， 即 了 CS， 并 且 S 是 对 
称 算 子 。 这 时 ， 按 照 伴 随 算 子 的 定义 ， 将 有 Ss*C7Z*; 而 S 作 为 对 
称 算 子 ， 又 有 SCS*。 以 上 三 个 包含 关系 申 连 起 来 ， 就 是 
SCS#TCT*=TCS, 
于 是 得 到 T=S。 可 见 自 伴 算 子 7 不 能 有 真正 的 对 称 扩张 。 | 
4.2.7 定理 设 了 是 五 内 的 一 个 对 称 算 子 ， 但 并 不 要 求 它 是 
稠密 定义 的 ， 这 时 以 下 各 个 命题 都 能 成 立 ， 
Coe) {Tx+ixl := | xr:+ (Tx (XE DT))s 
(65) 了 是 闭 算 子 ， 当 且 仅 当 统 (了 + 代 ) 是 闭 集 ， 
(c ) 人 十 订 是 一 对 一 的 ? 
(4 ) 如 果 组 (T+ 红 ) = 已 ， 那 么 7 将 是 极 大 对 称 算 子 ; 
(2 ) 当 * 用 一 z 蔡 换 时 ， 上 述 命题 (4) ~ (4) 仍然 成立， 
证 (4) 可 以 由 恒等式 
Tx+ix) := xl ?+ Tx) :+ Gx, 7%) + (TX,ix) 
与 7 的 对 称 性 得 证 。 然 后 从 《a 》 推 知 
(T+iDxXEe—> {x, Tx} 
是 家 人 + 说 ) 与 多 (站 之 间 的 一 个 等 上 距 的 一 一 对 应 ， 这 就 证 明了 
(5)。 至 于 (ce)， 则 是 (a》 的 直接 推论 。 
现在 来 求证 (4) 如果 弦 (T+ 这 ) = 互 ,Ti 又 是 的 一 个 真 扩 
张 〈 即 多 (是 2 的 真子 集 ) ， 那 么 六 + 红 应当 是 人 + 好 的 
一 个 真 扩张 但是， 这 样 一 来 ，Ti+ 民 就 不 可 能 是 一 对 一 的 ， 根 
据 (0) ,T! 将 不 是 对 称 算 子 。 因 此 命题 (4) 成 立 。 
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《c) 显而易见 ， 


4.3 .Cayley 变换 


4.3.1 定义 
六 的 oyey 安 折 用 如 室 间 上 的 对 称 算 子 了 作出 的 算 子 

(1) = (T—i1) (T +21) 7! 

交 为 和 了 7 的 Cagley 训 | 
只 须 回顾 第 3 章 的 有 关内 容 ， 就 能 体会 到 这 个 定义 的 指出 是 

很 自然 的 。 因 为 ， 线 性 变换 

1 一 了 

人 十 了 

将 整个 实 轴 一 对 一 地 映射 为 单位 圆周 《除去 点 1 ) ， 如 果 在 $ 3， 


jr 一 


于， 那么 ， 每 个 (有 界 ) 自 
伴 算 子 7《 多 (如) 都 将 产生 一 个 西 算 子 
(1’) U=(T~iD) (T+ID I. 
并 且 ， 只 要 是 酉 算 子 U 的 谱 oU) 不 含有 点 1 ， 它 就 一 定 可 以 用 
《1 ) 式 表示 。 

下 面 来 说 明 ， 将 有 界 自 伴 算 子 7 的 变换 〈1/' 》 推广 到 无 界 的 
对 称 算 子 T， 所 给 出 的 定义 《1 ) 式 的 某 些 细节 。 

设 了 是 互 空 间 内 的 一 个 对 称 算 子 ， 但 是 并 不 要 求 它 有 界 。 定 
理 4.2.7 的 《a) 已 证 ， 对 于 任何 xk 氏 (7? 都 有 
(3) | T4277= z+ Tx iD 
该 定理 的 〈c) 又 曾 指出 也 + 红 是 一 对 一 的 ， 因 此 ， 对 于 任何 3 人 
有 ( 人 人)， 只 要 (5772 殉 (人 TD， 就 有  - 
(4) oiD TITtiDyd = yl; 
所 以 ， 算 子 

U= (了 一 好 ) (T +171)"! 

是 一 个 等 距 ， 它 是 在 一 切 形 如 
《5) y=(T +il)% 


(2) 1 
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的 元 在 所 组 成 的 集合 弦 (T+ 红 ) 上 定义 的 ， 它 的 值 域 则 是 统 (7 一 
订 )， 也 就 是 说 
(6) DD =RIHID, RD=R(T-iD)., 
稍 后 的 定理 4.3.3 将 给 出 Cayley 变换 的 若干 特征 ， 当 讨论 六 
定理 时 ， 就 要 加 以 应 用 ， 
4.3.2 引 理 ” 设 五 空间 内 的 算 子 U 是 一 个 等 距 ， 对 于 任何 
x 《BD0), 都 有 | Ux 二 中 x. 
(4)》 如 果 x《 多 (U0)， y 《DO ,WUx, Uy) = (x,)). 
(3) 如果 绎 (1 一 避 ) 在 五 内 秽 密 ， 那 么 IT 一口 是 一 对 一 的 . 
Cc) 三 个 空间 多 (器), 绍 ( 困 ) 与 多 (UD) 当中， 只 要 有 一 个 是 
闭 集 ， 则 其 它 两 个 也 将 是 闭 集 ， 
证 利用 第 3 章 习 题 2 中 的 任何 一 个 恒等式 都 可 以 证 得 
da) 。 至 于 ( 纺 ， 我 们 取 x《 多 (， 并 且 设 一 中 x=0， 亦 
即 *=Ux。 然 后 对 于 7 ( 多 (U) 计算 出 
(x, (7 一 LU) = (x,y)— (x, Uy) 
= (Ux, Uy) ~ (x,UYy) 
~ 一 0 所 
因此 s 全 人 。 既 然 且 (7 一 Z) 在 五 内 稠密 ， 那么 应 当 是 x 一 
证 明了 7 U 是 一 对 一 的 
(c) 的 证 明 留 作 练 习 。 本 ”这 
4.3.3 定理 对 于 妞 空间 内 的 对 称 算 子 7 的 Cayley 变换 U0 来 
说 ， 以 下 结论 都 是 正确 的 : 
(a) U 是 闭 算 子 ， 当 且 仅 当 了 是 闭 算 子 ， 
(8) RID =DBT), I~ 0 是 一 对 一 的 ， 并 能 借助 公式 
T=i(I+U CT 一 D)-: 
用 口 来 表示 7 ， 由 此 可 知 ， 不 同 的 对 称 算 子 其 Cayley 变 换 也 不 
同 ， 
(ce) U 是 酉 算 子 ， 当 且 仅 当 了 是 自 伴 算 子 , 
证 ” (4) 可 以 由 定理 4.2,7 的 4) 和 定义 4.3.1 中 的 (6》 
式 得 证 。 


164 


为 了 求证 (2) ,只 须 注意 到 在 x*《 妇 (7) 与 《多 (四 三弦 (TY 站 
订 ) 之 间 给 出 了 一 一 对 应 x<->z 的 公式 
: (1) z=Tx+1i%, UzZ=7TX—ix 
‘起 可 以 写成 另 一 种 形式 
(2) (1-2z=2ix, (T+U)zs=27%. 
.这 表 朋 I 一 U 是 一 对 一 的 ， 表 (1 一 0) 二 多 (7)， 因 此 UU 一 中 将 
. 妇 (T) 映 射 到 多 (0) 上 ， 这 样 就 可 以 得 到 
(3) 27Tx=(I+U)z= (T+U) (1~U) (2i%), 
也 就 是 =i C+U0) (一 器, 
以 下 求证 (0)， 
先 设 了 是 自 伴 算 子 ， 这 时 根据 定理 4。 2.5， 有 
(4) RI+T) =H 
: 注意 到 
(5) (T+iD (TiD) =I+T= (7T~iD) (T+iD, 
(其 中 涉及 到 的 三 个 算 子 了 +t7，ZT 一 红 和 7+22 的 定义 域 都 是 
.多 (7T”))， 则 由 《4 ) 式 可 知 
(6) DEAE 
(7) RO =RT-iD)=H., 
由 于 过 是 一 个 等 距 ， 因 此 (87 (7) 蕴涵 辟 是 西 算 子 〈 参 看 : 
定理 3.1.13) 。 
最 后 ， 设 0 是 西 算 子 ，。 这 时 ; 由 (2) .了 口 的 正规 性 
(参看 定理 3.1.12) 可 知 
(8) [RI~-DI= NU ={0}, 
因而 乡 (T)= 统 (I 一 0) 在 HH 内 移 密 ， 汉 表 明 算 子 的 合算 于 
-7* 存 在 ， 并 且 TCT*。 

车 选 定 y《 多 (7*)， 由 于 名 (7 +iD) -2 == 且 ,， 因 而 有 
yo 多 (了 ) 使 | 
(9) (7 十 47) y= (4D = (T+D i 
成 立 ， 其 中 最 后 一 个 等 式 能 够 成 立 ， 是 因为 前 已 证 得 了 CT*。 如; 
: 果 记 二 7 一 Yo， 那么 《9 ) 式 表 上 明 y1《 妇 (7T#)， 并 且 对 于 任 贫 
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x《 多 (7) 都 有 

(10) (TT XY) = x, (TH+IT) Yi) = (YX,0) 一 0。 

上 式 表明 yi 上 级 (TT 一 订 ) = 殉 (D) = 五 ， 因 此 入 =0， 或 者 说 y= 
yo《 多 (T)， 这 样 又 得 到 ZT*CT.， 口 

下 面 的 定理 可 以 说 是 刚刚 证 明 的 定理 4.3.3 的 逆 定 理 。 

4.3.4 定理 ”如 果 玉 空间 内 的 算 子 U0 是 一 个 等 距 ，T~U 又 
是 一 对 一 的 ， 那 么 ， 口 将 是 且 空 间 内 的 某 个 对 称 算 子 的 Cayley 变 
换 。 

证 ”按照 题 设 ， 在 z( 红 (D) 与 6 灾 1 一 中 之 间 有 一 个 一 
对 应 z< 一 >* 由 等 式 

(1) X=2— Uz | 
给 出 。 对 于 这 样 的 z=z 一 Uz， 我 们 在 多 (5) = 弦 (1 一 U0) 上 定义 
算 子 5; : 

(2) SxX=i(z+ Uz), 

再 取 y《 急 (5)= 坎 (1 一 U0),， 与 (1) 式 同样 地 ， 将 有 6 - 

. 幼 (U) 使 得 
(3) y=w— Uw, 
抽 于 品 是 一 个 等 距 ， 应 用 引 理 4.3.2， 可 以 得 到 
(4) (Sx%,y) =i(z+ Uz, w— Uw) 
—i(Uz,w) ~i(2, Uw) 
=(z— Uz,iwt+iUw) 
=(%,S»), 
外 此 S 是 对 称 算 子 。 注 意 到 由 (1) 和 (2 ) 式 可 以 推出 ， 
(5) 2417z 一 SY 一 1%i 
(6) 2iz=S%+ix。 
我 们 就 得 到 
(7) U(S%+i%X) 一 9Y 一 2Y。 
这 表明 妇 (0)= 绝 (S+i)， 这 (0D) = 腕 (CS 一 入) 。 所 以 了 是 对 称 
” 算 子 S$ 的 Cayley 变 换 ， 1 0 . 
4.3.5 污 子 空间 与 亏 指 数 
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对 于 任意 的 闭 对 称 算 子 T 来 说 ,Cayley 变 换 U 的 定义 域 多 (U0) 
二 纸 (T+i7) 与 值 域 家 (7) = 统 (T 一 iJ) 一 般 地 未 必 与 整个 空间 
五 重合! 但 是 U 是 等 距 ， 又 是 闭 算 子 ， 所 以 这 两 个 集 都 是 闭 集 ， 
也 就 是 说 ， 它 们 都 是 五 的 子 空间 ， 因 此 有 以 下 的 定义 。 
定义 ” 设 T 是 了 H 空间 内 的 一 个 秽 密 定义 的 闭 对 称 算 子 ， 它 的 
Cayley 变换 U0U= (7T 一 i7) (7 十 以)-! 的 定义 域 和 值 域 的 正 交 补 
(RTHIDI; [RTIDY) 
称 为 算 子 T 的 亏 子 空间 ， 两 个 亏 子 空间 的 维 数 〈 有 限 数 或 无 穷 7 
则 称 为 算 子 工 的 专 指数 。 
提出 算 子 的 亏 子 空间 与 亏 指数 的 概念 ， 主 要 是 为 了 研究 对 称 
算 子 的 自 伴 扩张 问题 ， 为 将 来 讨论 谱 定 理 做 准备 . 
读者 已 经 知道 ， 对称 算 子 了 的 Cayley 变 换 U 是 玫 (D) = 
殉 人 Ti 到 家 (DC) = 天 (7 一 红 ) 上 的 一 个 等 距 。 如 果 和 了 分 
别 是 对 称 算 子 7 和 T 的 Cayley 变 换 ， 显 然 TCTL 当 且 仪 当 UC 
U,。 因此 对 称 算 子 的 对 称 扩张 问题 可 以 转化 为 相应 的 Cayley 变 
换 的 等 距 扩张 问题 ， 而 后 一 个 问题 往往 比较 容易 解决 。 
例如 ， 任 何等 距 刀 都 可 以 唯一 地 扩张 成 为 多 (0) 上 的 等 距 ， 
于 是 ，. 由 定理 4.3.3 的 《4》 可 知 ， 卫 空间 内 的 任何 对 称 算 子 都 有 
一 个 闭 对 称 扩张 。 
此 外 ， 如 果 对 称 算 子 了 在 电 空 间 内 秽 密 ,也 就 是 说 多 (了 )= 弦 
(I 一 U0) 在 如 空间 内 秽 密 ， 那 么 ，U 的 任 一 等 距 扩 张 Ui 的 家 (一 
U1》 在 瑟 空 间 内 也 是 稠密 移 ， 根 据 引 理 4.3.2 的 《5), 7 一 Ui 是 一 
一 对 应 ， 因 此 UU, 将 是 7 的 一 个 对 称 扩张 区 的 Cayley 变 换 . 
4.3.6 定理 ”对 于 在 且 空 间 内 稠密 定义 的 闭 对 称 算 子 了 来 说 ，. 
以 下 结论 都 是 正确 的 : 
(&) 7 是 自 伴 算 子 ， 当 且 仅 当 人 的 两 个 亏 指 数 皆 为 03 
(5) T 是 极 大 对 称 算 子 ， 当 且 仅 当 7 的 两 个 亏 指数 中 至 少 有 
一 个 等 于 0; | . | 
(c) 7 有 一 个 自 伴 扩张 ， 当 且 仅 当 Z 的 两 个 亏 指数 相当 。 
证 (4) 与 (2) 显而易见 。 
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为 了 求证 (2)， 只 须 应 用 定理 1.3.3 的 "ic)， 并 且 注 意 到 U 
芍 任 何 西 扩 张 必定 是 [ 缠 (T+ 红 ) 并 到 [ 统 (T 一 这 )J+ 上 的 一 个 等 


距 。 因 此 相应 的 的 两 个 亏 指数 相等 。 口 
最 后 ， 我 们 给 出 一 个 稠密 定义 的 极 大 对 称 的 闭 算 子 ， 而 又 不 
是 自 伴 算 子 的 实例 。 


.4.3.7 例 设 六 是 /+ 上 的 右 移 位 子 . 这 时 下 是 一 个 等 距 ，7 一 
VV 是 一 对 一 的 (参看 第 3 章 习 题 17) ， 因 而 V 是 一 个 对 称 算 子 了 
的 Cayley 变 换 ， 由 于 驱 (7) =P， 以 及 静 (7) 的 余 维 数 是 1 ,所 以 
工 的 沪指 数 分 别 为 0 和 1。 根据 定 理 4.3.6 的 《4)， 我 们 知道 六 
不 是 自 伴 算 子 ， 


4.4 单位 分 解 


”我 们 将 沿用 定义 3 . 2 .1 中 讲 过 的 单位 分 解 的 概念 和 符号 。 
定理 3 . 2. 4 实质 上 是 给 出 一 种 符号 运算 ， 借 助 于 公式 


(gCf) x;y) = | faE,,, 
0 


使 得 每 个 1《L”(E) 与 相应 的 算 子 w(/)《 绍 (H) 联系 起 来 . 
这 一 节 的 主要 工作 就 是 将 上 述 结论 推广 到 无 界 可 测 函 数 /。 

因此 ， 今 后 如 果 没 有 特别 的 声明 ， 所 讨论 的 可 测 函 数 就 不 一 定 是 j 

有 界 函 数 。 
4.4.1 引 理 设 吕 i 是 集合 9 上 的 一 个 o- 代 数 ，E 是 9 上 的 单位 

分 解 ，/ :9 一 C 是 可 测 函 数 。 置 

(1) Di={x€H: Ba AE,,x <oo} 


这 时 ， 儿 ; 是 互 的 一 个 稠密 子 空间 ， 此 外 ， 如 果 x《 吾 , y《 及 ， 那 | 
么 | 
(2) J lalEsl S171 lam} 

0 | 9 
如 果 是 有 串 落 数 ， 又 b=p (f)z， 那 么 
168 


(3) aAE,,,= fdE,,. (x EH, z €H). ~ 
证 如 果 z = 十 》， 又 wo《 对， 那么 
| ECo) zl SEC x + EC yl)? 
2 Ex:+2) EC y |’, 
亦 即 
(4) Ess(0) 2Esao) +2Bor(o。 
因此 才 ;对 于 加 法 适 算是 封闭 的 ， 纯 量 乘法 更 容易 验证 . 所 以 多 ; 
是 如 的 一 个 子 空间 。 
再 取 @s 一 {pp 《8:1 四 |<n} (=1 22) 如 果 X6 家 
《E(wa))， 那 么 对 于 任何 。《 听 来 说 ， 都 有 
(5) E(w)%=E(w)E(0,)%=E(o (| or) %, 
因此 
(6) Es,(0) =E,s (0 (| 07), 
从 而 得 出 


(7) 人 PaEoe= If laps<n lz) <, 
人 WwW 


于 是 统 (E(wn)) CCD! 。 任 取 y《 昌 ,因为 9= U ov 而 omE 


(wm)y 的 可 列 可 加 性 蕴涵 y=limE(w,)y， 所 以 》 含 于 多 ;之 

内 ,这 就 是 说 ， 才 /是 五 的 一 个 稠密 子 空间 ， 
以 下 我 们 先 就 2 上 的 有 界 函 数 了 求证 〈2 ) 式 。 任 取 % 已， 

少 《 吾 ， 由 测度 论 中 的 Radon 一 Nikcdym 定理 可 知 ， 在 2 上 将 有 
一 个 可 测 函 数 x，|w| = 1 并且 

(8) uf aE,y=|f1alE,,s|, 
故而 

(9) | [|f 1alE,,y| = (Gu 六) 

0 


<ly@wpxl yl, 
立 用 定理 3 . 2 . 4 ， 可 以 得 到 
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(10) | ect) x -| [2 [aE,,: 


=) |/14E,. 
“9 


现在 ， 对 于 有 界 函 数 /来 说 ， 由 (9 〉 与 (10) 就 能 排出 《〈2》 
式 ， 然 后 ，《〈2 ) 式 本 身 表明 它 也 适用 于 一 般 的 可 测 函数 。 

最 后 ， 我 们 说 ( 3 ) 式 能 够 成 立 ， 因 为 ， 对 每 个 有 界 可 测 苞 
数 8 应 用 定理 3 . 2 . 4， 都 有 


| ga (0 (0) #0) = (0 (8) 4 
2 


一 (pf (ep) %,2) = (Gf 8)%,2) 
=| gf dE,s. 口 
如 
4.4.2 定理 设 五 是 集合 90 上 的 一 个 单位 分 解 ， 
(&) 每 个 可 测 函 数 /:9 一 C 都 对 应 于 一 个 稠密 定义 的 闭 算 
子 %(A) ， 其 定义 域 哆 (CD)=2j， 这 个 算 子 由 下 式 定义 ， 


(1) (Da 用 = faEss (wt€ Bry €H), 
a 


并 且 它 还 满足 
(2) oc xl A (x € D1). 


(5b) 上 述 算 子 的 乘法 定理 成 立 ， 具体 地 说 就 是 ; 如 果 7 与 
8 都 是 可 测 函 数 ， 那 么 将 有 
(3) Sole) TS (fe) 
以 及 
(4) DIN bE) 一 Gon Djs. 
因此 ，y% (9 (8) 一 到 (8) 当 且 仅 当 221rC 
《2 ) 每 个 可 测 国 数 / :2 一 C 都 有 
(5) pf =p(7) 
以 及 
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(6) wons=odrl9 GN pf), 
(a) 对 于 可 潮 困 数 /; 2 一 C 来 说 ，/ 《Ze( 芭 的 充分 必要 
条 件 是 /一 


证 (a) 如 果 x6Ghn pn 4E。y 是 本 空间 上 的 
0 


一 个 有 界 共 轿 线性 泛 函 ， 由 引 理 4.4. 1 知 其 苑 数 不 超 过 和 1/ 1 
他 


”ua 

4E-。 应 用 定理 3.1.5 就 能 肯定 有 唯一 的 6(/)x《 互 存在 ， 
对 于 任何 y《 及 ，《 1) 式 者 成 立 ， 并 且 

7) De Jf aE,,. (# C.D). 


由 于 E 吉 4 而 是 二 的 因而 (1) 式 成 立时 (由) 在 多 : 上 
也 是 线性 的 ， 
对 各 个 /作出 它 的 讨 自 /二 /6 其 中 的 
、 工 ， 若 |7( 人 办 | 委 0 
” 由- ， 车 1/ (p)1>%,. 
这 时 开 1-m 一 GDp 疝 广 站 有 加 因此 根据 控制 收 狼 定 理 ， 
《 7》 式 表明 ， 任 何 * 《 22A 都 有 


C8). ycf)%— od), (1f -fl “dE 


(%—00)。 

由 于 定理 3 . 2 . 4 已 经 保证 有 界 函 数 /; 使 (2 ) 式 成 立 ， 现在 
-利用 〈8 ) 式 和 极限 方法 就 能 证 明 ( 2 〉 式 对 一 切 可 测 函数 成 
立 ， . 

至 于 6 (了 /) 是 闲 算 子 ， 只 须 稍 后 证 明了 (5 ) 式 ， 将 其 中 的 
了 换 成 1， 再 应 用 定理 4. 2 . 2 的 (2 ) 即 得 ， 因此 可 以 认为 (4) 
已 经 证 完 。 

为 了 求证 (5) ， 首 先 考虑 为 有 界 函 数 的 特 款 。 这 时 GD 
CBi, 如 果 z《 昌 ,v= 二 p(])z， 根据 引 理 4，4. 1 和 定理 3.2.4 有 
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(GPE) ND) = (G8) ,8 (7) 2 = (G8) %,0) 
-| gdE.,=| CC。 
0 0 
= (9(f 8)%,2), 
因而 
(9) CAD ACIL EA (%€ D1, f (CE))。 
记 y=J(8)x， 由 (9) 式 和 “(2 〉 式 可 以 得 到 换算 公式 
0) | 17haE,,=) IfelaE,: (€ De,f LE)). 
9 ”9 
然后 ， 设 /为 任意 的 可 测 函 数 〈 即 可 能 无 界 ) 。 由 于 (10) 
式 适 用 于 一 切 f 《LL*(E)， 它 对 于 所 有 的 可 测 函 数 也 都 应 当成 立 ， 
因为 多 (8(f)y (lg)) 是 由 一 切 能 使 y《 多: 的 x《 多 :组 成 的 集 ， 又 
图 为 〈10) 式 表明 y《 多 ; 当 且 仅 当 x 《 2Bye， 所 以 我 们 知道 
(11) DY G8)) = Di Ds, 
如 果 x《 多 门人 Dys 和 且 y 《vg)x， 并 且 像 在 求证 (4》 时 那 
样 作出 了 的 截 段 J/:， 那 么 ， 在 LI? (Ey,y) 内 将 有 


| | liaE,,y= ]im | | /1 |)?4EYy, ys 
、 0 no0 了 
在 Z2(E。,。) 内 将 有 
| LUeglaegss= lm | /aglidEs,.. 
9 2 9 
现在 ， 将 (9) 式 中 的 /用 /。 赫 换 ， 再 结合 〈2 ) 式 就 可 以 推 知 
SNOB = y= lm yf )y 
= lm go(/f8) = (fg)%. 
至 此 (5) 证 论 .| 
《cy 设 f 了 是 一 般 的 可 测 函 数 ，f ,是 它 的 截 段 ， 如 果 %* 《多 1 
7《 B77 二 多 )，， 由 《8) 和 定理 3。2 .4 可 以 得 到 
fr WD = Bm fo) ,9) 一 1 (xzrb 人 7 y) 


“=,8(7) DD. | 
这 表明 yy 《多 (w(f)*)， 因 而 有 - 
(12) GITH A #, 

这 时 ， 为 了 求证 〈 5 ) 式 ， 只 须 得 出 与 (12) 式 相反 的 包含 
关系 。 任 取 z《 多 ((1)*)， 轩 v= oP, 由 于 /一 /4。， 乘 法 
定理 给 出 
(13) $f) = N89). 
注意 到 6 ($5) 是 自 伴 算 子 ， 由 定理 4。4 :2 和 定理 3. 2 .4 可 知 

CAC TAS AN DA PL $2), 
因而 
(143 PACIDLE TAISAY: (n=1,2,."), 
由 于 14.| 和 1， 所 以 (14) 式 与 (2 ) 式 蕴涵 


(15) | Men | sal Ew Bol) (n=1,2,.") 人 


这 就 是 说 :< 多 1。 于 是 5) 式 得 证 。 

现在 ， 利用 乘法 定理 就 可 以 从 (5) 式 得 到 (6) 式 因为 
有 和 BjCCDi.. 

(4) 我 们 先 证 充分 性 。 设 y 一 万， 则 于 6 (凡是 一 个 半 算 
子 ， 因而 用 图 条 定 奏 刘 ?0 BD. 取 f 的 截 段 /= f $s, 
因为 

Hog) | = | $s | Sl, 
.所 以 由 乘法 定理 与 定理 3.2.4 可 以 出 得 
=o) = 6) Il<le) | 

进而 有 j /1 -1e(CA 半 以 及 AZe(E)。 

` 至 于 《LI*(E) 的 必要 条 和 件 为 盆 /=H， 已 蕴涵 在 定理 
3 2. 4 中 。 日 

注 如 果 & 有 界 ， 则 多 ,= 有 H， 因此 便 有 氏 1eCZD， 从 而 
jp)=XCAe。 我们 在 求证 (13) 式 时 曾经 用 到 这 一 事 
实 。 借 助 它 还 能 证 明 
(416) OVI TH NY 8), 
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ba 


因为 6 (8e) 6 (Cv(lgf)=w(f 8g)。 如 果 & 是 可 测 集 woC8. 上 的 特 
征 函 数 ， 那 么 (16) 式 将 变 成 a 
(17) E(o P(A THN E(w), . 

任 取 % 《多 /|B(E(w))， 将 有 
(18) ECoG) X= EC X=S (x, 
这 表明 ，w(/) 将 幻 / 门 弦 (E(w)) 觅 入 中 (E(w)) 之 内 。 

以 上 内 容 类 似 于 $ 3.3.6 对 不 变 子 空间 的 讨论 。 

4.4.3 定义 

石室 间 内 的 线性 算 子 全 的 预 解 集 是 由 下 述 1 C 组 成 的 集 ， 
了 一 47 是 钨 (7) 到 卫 上 的 一 一 映射 ， 其 逆 映 射 属于 多 (HD). 

换 名 话说，Z 一 47 须 有 一 个 逆 算 子 S《 氏 (8)， 满 足 条 和 件 

SIT-DECIT-IDS=L, 

例如 ， 由 定理 4. 2。5 的 〈4) 可 知 如 果 荆 是 也 空间 内 乎 
密 定义 的 闭 算 子 ， 那 么 Te7 的 预 解 集 内 将 含有 数 一 1。 

算 子 了 的 谱 ”(77 仍 定义 为 了 的 预 解 人 的 补 集 ， 这 与 对 千 有 办 
算 子 的 做 法 是 一 致 的 。  ; 

我 们 将 继续 讨论 定理 4 。 4 .2 中 利用 单位 分 解 作 出 的 由 可 
测 函 数 / 确定 的 算 子 (f); -发 现 它 的 谱 o(%U)) 就 是 了 的 本 质 
值 域 。 这 个 十 分 简洁 的 结论 乃 是 下 面 的 定理 的 最 后 结果 。 

4.4.4 定理 设 匡 是 集合 8 上 的 一 个 单位 分 解 ，/ :2 是 
可 测 廊 数 ， 又 

w=—={p én; fp =a0€ OC}. 四 

《83 如 果 “ 在 7/ 的 本 质 值 域内 ， 并 且 E(w。 ) 0， 那么 6 
一 czZ 不 是 一 对 一 的 。 ，. 
， (5 如果 a 在 /的 本 质 值 域内 ， 但 是 (0.) -0， 那么 $07) 
一 a7 是 2/ 到 互 的 一 个 稠密 真子 空间 上 的 一 一 映射 ， 并 且 存在 这 
样 的 向 量 x。《 已 : 诸 |x。 站 =1， 且 使 


lim CS(f)%s— 2% =0。 


noc 


(2) ol (了 )) 就 是 f 的 本 质 值 域 。 
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证 显然 ,证 明 过 程 中 了 到 wx= 0 并 不 影响 一 般 性 、 
(&) 如 果 巨 (oo) 天 0， 那 么 存在 zk 静 ( 瑟 (oo))，| so 和 = 二 1° 
没 由 是 oo 的 特征 函数 。 由 于 /as=0， 因 而 利用 乘法 定理 可 以 得 
-到 $C (go) =0。 但 是 6 (60) = 五 (oo0， 所 以 
ADE TIGHTACHER TANDLICHE RT 
《5 ) 按照 题 设 条件 ， 有 E(wo) =0; 但 是 对 1=1,2,*… 定 义 


=e9:17 (D1< 守 } 


有 E(w,) 关 0。 选取 zw 《 素 ( 开 (ons)) 使 | Yn | 二 1， 记 ww, 的 特征 孙 
数 为 %。 仍 用 求证 〈4) 时 用 过 的 论点 ， 可 得 
ex 一 ocxz 入 jeoCFes 
=‖ /ss -< 七. 


于 是 ， 昌 然 | 2 有 =1，w% 一 co 时 都 有 (f)%w 一 0。 
如 果 有 某 个 x《 急 / 使 6(])x=0， 那 么 


| Mae=0. 


由 于 |f|>>0 a.e.[E,,:]， 因 而 必须 是 E.,, (2) =0。 但 是 EE,,: (0) 
二 x， 这 就 得 出 x 二 0。 所 以 8 (7) 是 一 对 一 的 。 

显然 ，Y (有 )* 二 J(]) 也 是 一 对 一 的 。 如果 yy 上 纪 (5(]))， 
那么 x% 一 (人 (Ja 二 0 在 多 /内 连续 ， 因 而 y 《多 (Ww(f])*)， 并 
且 
BND = YY) = (%€ WN), 

这 时 可 由 (J)y= 0 推 知 y= 0， 从 而 证 得 到 他 (7 在 五 空间 
内 稠密 . 

由 于 % (了) 是 闭 算 子 ， 因此 2 (7-: 也 是 闭 算 子 ， 假如 灾 ( 
(7) 充满 万 空间 ， 那 么 闭 图 象 定理 草 涵 (Jp 绍 (H) .但 是 ， 
从 前 面 能 饮 构 造 出 序列 {x} 可 知 这 是 不 可 能 的 。 此 (7 
-是 五 的 一 个 真子 空间 。 

《5) 从 (4) 和 (5) -已 知 J 的 本 质 值 域 是 oly (1)) 的 
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一 个 子 集 , .下面 再 求 出 相反 的 包含 关系 ， 
假定 0 不 在 / 的 本 质 值 域 中 ， 那 么 8=1/f《 7" (及 )， 7 2 一 
， 因 而 (5 (8) = (1) =7。 这 表明 家 (0 六 ) =H， 于 是 ， 身 
半 图 条 定理 得 知 有 7)- !€ BD), 口 - 
借用 有 界 算 子 的 术语 (参看 第 3 章 习 题 17) ,我 们 可 以 说 (@) 
款 的 < 含 于 % (由 的 点 谱 中 。 而 〈8) 款 的 wx 含 于 2(]) 的 连续 谱 : 
中 。 有 时 (5) 款 陈 述 为 ，“ 是 % (7) 的 一 个 近似 特征 合 、 
下 面 是 所 谓 的 测度 更 换 原理 ， 
4.4.5 定理 设 
《4) 味 与 观 分别 为 8 与 9' 的 o- 代 数 > 
(5) EE,9i> 绍 ( 呈 ) 是 一 个 单位 分 解 ; 
(c) 5:8->9' 具有 这 样 的 性 质 , 每 个 。 《0 都 有 $-'(w?》 
《 Mm. 
这 时 ， 如 果 E’ (ow )=E($-!1(w/))， 那 么 E’ ,一 乡 ( 及 ) 也 
是 一 个 单位 分 解 ， 任何 9 -可 测 函 数 /，2 一 C 在 2 上 的 积分 与 : 
fo5 在 8 上 的 积分 都 存在 ， 并 且 相 等 
(1) | 7 faE’,=| (f odE,,y. 
9! “9 | 
证 当 了 为 特征 久 数 时 ，( 1) 式 可 以 看 作 E' 的 定义 ， 因 而 ， 
(1) 式 对 于 简单 函数 必 能 成 立 。 然 后 很 容易 将 它 推广 到 一 般 可 
测 尔 数 。 
至 于 求证 E' 也 是 一 个 章 位 分 角 ， 只 须 直 接 验证 它 具有 定义 
3 . 2 。 1 中 的 各 个 性 质 即 可 。 器 


4.5 庶 定 理 


对 于 无 界 算 子 来 说 ， 可 以 定义 : 
及 空 间 内 秽 密 定义 的 闲 算 子 7 称 为 正 举 算 子 ， 如 果 Te7 一 
TT*., 
例如， 定理 4 . 4,2 中 的 (6) 式 表 上 朋 ，y(f) 是 一 个 正规 
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算 子 。 加 
. 定理 3 .3 . 2 兽 经 指出 ， 有 界 的 正规 算 子 能 够 借助 于 在 它们 
的 谱 上 的 单位 分 解 来 表示 。 实际 上 ， 无 界 正规 算 子 也 有 相同 的 结 
论 。 本 节 的 主要 目的 就 是 要 证 明 这 一 事实 ，。 

4.5.1 定理 五 空间 内 的 任何 自 伴 算 子 4， 都 存在 其 唯一 的 
在 实数 轴 的 Borel 子 集 上 的 单位 分 解 E， 当 %*《 多 (4)，y《H 时 
恒 有 | 
(1) (4x,9)=) Be， 


而 且 ， 单位 分 解 是 集中 在 (4)C( 一 ce， ceo) 上 的 ， 这 就 
是 说 殖 (c(4)) 一 了 。 

这 个 单位 分 解 瑟 也 将 称 为 4 的 谱 分 解 。 

证 设 U 是 4 的 Cayley 变换 ,由 于 4 是 自 伴 算 子 ， 所 以 UO 是 
西 算 子 ， 有 =1，o(U) 位 于 单位 贿 上 。 作出 的 谱 分 解 E， 
将 删除 了 点 1 的 单位 圆 记 作 2。 注 意 到 7 一品 是 一 对 一 的 ， 由 定 
理 3.4.2 的 《5) 知道 E'({1}) = 二 0， 因 此 


C2) Us =| Es (ty6DD。 
“0 

定义 

(3) 70D= 汀 二 (69)， 


应 用 定理 4. 4 .2 来 确定 6(f) 时 ， 只 人 须 将 其 中 的 E 换 成 上 述 的 
E' ， 得 到 


(4) (Jo 人 一 | SaE'ss  G62 26 有 。 
el 


由 于 f (4) 是 实 值 函数 ,所 以 2 (了 ) 是 自 伴 算 子 (定理 4.4.2); 
又 因为 / (4) (1 一 4) =21I+1)， 乘 法 定理 将 给 出 
(5) pO TU =iT+O),. 
特别 是 ， (5 ) 式 冯 涵 弦 (1 一 0)C 妇 (yw(f))。 另 一 方面 ， 由 定 
理 4.3.3 可 得 
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(6) A(1—U)=i(1+U), 入 : 
以 及 弓 ( 和 = 统 (1 一 0)C 多 (y(1))。 这 时 ,对 (5》、 (6) 
两 式 进 行 比较 ， 就 看 出 《7 是 自 们 毓 了 4 的 一 个 自信 扩张， 按 
照 定理 4.2.6 所 说 的 ， 应 当 是 4=w( 了 )， 


(7) (4 及 = fdEs (Gt PD, y€H), 
[9 


根据 定理 4.4.4 的 (c )，o(A) 就 是 / (24) 的 本 质 值 域 ， 所 
以 o(4)CC( 一 2e，co), 注意 到 在 8 内 是 一 对 一 的 ， 如 果 对 每 个 
Borel 和 集 oCC0 定 义 
(8) E(f (wo))=E/’(w)), 
那么 ， 我 们 就 得 到 了 所 期 望 的 单位 分 解 E， 并 且 将 〈 7) 式 变换 
后 即 得 求证 的 (1) 式 。 

上 述 由 (2 ) 式 推导 出 《1 ) 式 的 过 程 利 用 了 Cayley 变 换 ， 反 
之 ， 借 助 Cayley 变 换 的 逆 变 换 也 可 以 由 (1) 式 推 导出 (2》 
式 . 因此， 表示 式 (2 〉》 所 用 的 单位 分 解 E' 的 唯一 性 也 将 保证 
表示 式 〈1 ) 中 的 单位 分 解 的 唯一 性 ， ， 口 

以 下 有 关 自 伴 算 子 与 正 算 子 的 讨论 显然 是 $3.5 中 某 些 内 容 
的 推广 ， 因 为 有 了 定理 4. 5 . 1， 现 在 能 够 对 自 伴 算 子 应 用 定理 
4 . 4 .2 中 那 一 套 方 法 。 我 们 约定 ， 如 果 对 于 任何 %6 呈 (4)， 
都 有 (Ax,%) 之 0， 就 简写 为 4 之 0, 

4.5.2 定理 设 4 是 及 空间 内 的 一 个 自 伴 算 子 ， 

(4) 4 之 0 当 且 仅 当 cz(4)CC0yco) 。 

(0 ) 如 果 4 宇 90， 那么 存在 唯一 的 自 伴 算 子 B 之 0 使 得 B*= 
A, : 。 . 7 

证 《a》 的 证 法 类 似 定理 3 .5 . 2 ， 改 从 略 。 下 面 来 求证 
(D )。 

设 4>>0. 这 时 c(4)CC0,co)， 并 且 有 .. 


C1) Mvp)=) Elt)  (€ DAM), 7€H), 
, 
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其 中 多 (4) 一 {4 [eastd oy, 积分 区 域 是 C022)， 设 


S( 有 为 ! 疡 0 的 非 负 平方 根 ， 再 置 B= p00), 显然 


co 


(2) Bwy=) sDAEsyt) (4€ Ds, y€H). 
0 


现在 ， 和 4.4.2 的 (2)， 并 且 取 共 中 的 了 =8=s， 就 
得 到 B*= ; 因为 s 是 实数 ,由 定理 4.4,2 的 《c) 可 知 B 是 自 伴 算 
子 ; 守信 到 s( >0， 闭 只 有 在 2) 式 中 到， 立即 办 
出 B 宕 0. 

为 了 证 明 是 只 一 的 ， 可 以 再 了 自 伴 第 子 C>9， 它 也 请 
C? 一 4 EE 是 C 的 谱 分 解 。 这 时 ， 有 


Do 


(3) Cop- sesr(s) GE D(C), y EH). 


应 用 定理 4. 4. 5， 到 其 中 的 8= £0 cc 六 (8) =s, 了 (二 6- 
以 及 

(4) E’($(0))=Ec(w) (woCr0,cc))。 

这 时 可 得 | | 


(C5) (Ax,y)=(C%;y) =| sz FEc ss) 
0 


-| 14E' 3b), 


现在 ， 比 较 (1) 式 与 (5) 式 ， 即 可 由 定理 4 .5 .1 中 证 明了 
的 单位 分 解 的 唯一 性 得 知 E' 一 E。 按 照 C4) 式 ， EE 将 确定 FC; 
因而 E 将 确定 算 子 C。 口 
4.5.3 定理 各 时 是 及 字 内 的 一 个 下 了 ， 那么 
. (a) DN)=DN); - 
(5) [Nzx|= | Nexl (CGON)); 
(c ) 六 是 极 大 正规 的 ， 
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证 如 果 ?56 环 (NeN)= 玫 (NN， 那 么 ,因为 Wyfk 红 
(N*),， 将 有 (Ny,Ny)=(y,N*NyY); 又 因为 N*y 《多 (N) 
以 及 = Nee*， 还 应 当 有 (Ne*y,Ney) 一 (yey)。 由 于 Ne*NV 
一 NMN*， 因 而 y《 开 (NeN) 时 就 有 
(1) INyl = | N*y| 
域 立 ， 
然后 ， 取 x%《 多 (N)。 记 在 多 (CN*N) 上 的 限制 为 N'。 根 
所 定理 4, 2。5 的 (5)， 我 们 知道 {x, 和 N%} 在 多 (N') 的 闲 包 之 
内 。 因 而 ， 有 向 量 y;《 多 CN*#N) 使 得 ;>20 时 
(2) | 一 2 一 0， 
(3) | Ny;— Nzx | —0, 
按照 (1) 式 ，]N*y: 一 N*yy 有 = 上 Ny 一 Nyj 上 。 因 此 (3) 
式 蕴涵 {Vey 儿 是 囊 空 间 内 的 一 个 Cauchy 序 列 。 于 是 ,存在 z《 书 ， 
当 s- 一 20 肝 . 
(4) | Ne*y,—z | 一 0。 
白 于 和 N* 是 一 个 闭 算 子 ， 所 以 《2 ) 式 与 (4) 式 荔 涵 {x,z}《 多 
CN*). 
由 上 述 结果 首 上 先 可 以 推 知 x《 多 (N*)， 因而 得 到 B(N) 必 多 
CN*)， 其 次 是 有 
(5) |N*x| = zl =liml Neyil =lim | Ny = | Nz. 
现在 ， 已 经 证 明了 (5) 和 (4&) 的 一 半 。 为 了 证 完 (a), 只 
须 注意 到 ， 由 和 N** 二 入 可 以 推 知 N* 也 是 正规 算 子 ， 因 此 
(6) DONICTD NY) = DN)., 
最 后 来 证 明 (c )。 假 定 有 正规 算 子 MM 满足 条 件 必 CM, 那么 
应 当 有 Ms*CNe 从 而 推出 
(7) BM =DMTCDNY) BN TD M), 
也 就 是 多 (CM)= 多 (NN)。 因此 M=N， 口 
4.5.4 定理 号 空间 内 的 任何 正规 算 子 NN 都 有 其 唯一 的 谱 分 
解 EE， 它 使 得 
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_(1) (Nx,y)=| MB (EDIN),y EH) 


oN) 
成 立 。 
而 且 ， 对 于 任何 Bore] 集 wColN) 和 任何 S《 到 (五 )， 如 果 S 
与 NN 交换， 意 即 SNCNS， 那 么 就 有 E(w%)S=5SE(w)。 
由 (1) 式 和 定理 4.4.2 的 注 , 还 可 以 得 出 E(w) NC 
NE(w), 
证 证 明 的 叙述 较 长 ， 将 分 成 几 个 段落 。 
第 一 个 目标 是 构造 自 伴 射影 算 子 P;， 它 们 有 彼 此 正 交 的 值 
域 ! 且 使 PNCNP 开 (DVP 是 正规 算 子 ， 以 及 任何 26 交 
都 有 %= 卫 Pix。 这 个 目标 一 旦 实现 ， 则 关于 有 界 正规 算 子 的 谱 定 
理 将 能 应 用 于 算 子 NP;， 从 而 导出 所 期 待 的 结果 。 
对 正规 算 子 入 应 用 定理 4.2.5， 知 其 存在 B《{ 乡 (H) 和 
C《 静 ( 玉 )， 满 足 条 件 ，| 互 几 委 1，B>0 C=NB 以 及 
(2) B(UI+N*N)CI=(I+N*N)B,. 
由 于 N*N=NN*，. (2 ) 式 草 钥 
(3) BN=BN(I +N*N)B=B(I+N*N)NB 
CNB=C., | 
因而 可 得 BC=B(NB)=(BN)BCCB, 但 因 B 与 C 都 是 有 界 算 
子 ， 所 以 BC=CB 从 而 由 $3.3.3 可知 C 将 与 B 的 任何 有 界 
Bore] 国 数 交 换 。 
选取 名 :} ， 使 其 满足 条 件 1=t0>>>t* ma 一 0。 设 p; 为 
(tisti-1) 的 特征 函数 ， $=1,2,°°3 再 置 (及 一 碳 ( 有 /1 各 个 
三 皆 是 <(B)C50,1] 上 的 有 界 函数 。 设 是 B 的 谱 分 解 。 等 式 
(2) 则 表明 也 是 一 对 一 的 ， 亦 即 ， 0 不 在 了 的 点 谱 之 内 。 天 
此 Es({0}) = 0， 而 且 三 集中 在 〈0,1] 内 。 
定义 
(4) P;= p(B) (一 1 2，) 。 
显然 P: 有 以 下 性 质 : 由 于 加 是 实 值 函 数 ， 因 而 已 是 自 伴 算 子 :而 
乘法 原理 又 表明 了 ;是 射影 算 子 ， 注 意 到 i 隆 7 有 时 pif; 二 0 ， 就 知道 
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P; 的 值 域 彼此 正 交 ， 又 因为 了 名 是 (0 ,1] 的 特征 函数 ， 所 以 
(5) DPix=E?((0,1))%=% (x CH). 
2=1 

”因为 pi()=#f;(， 邦 
(6) NP;=NBfi(B)=C/;(B) € BH), 
再 由 (3 ) 式 可 得 PiN=f;:(B)BNCJfi(B)C， 所 以 
(7) PNCONP;, 

由 (6) 式 可 知 多 (NP;) = 五 ， 因 此 
(8) ~ RP)CDN) (£2=1,2, "0°), 
如 果 Pix=y， 那 么 (7) 式 蕴涵 P:Nx 一 NPix 二 和 N%。 这 表明 算 子 
将 宏 (P:) 变 换 成 灾 (P)， 或 者 说 ,家 (Pi) 是 Y 的 一 个 不 变 子 空 
间 。 

接 下 来 ， 我 们 将 证 明 各 个 WP， 都 是 正规 算 子 。 先 由 〈7) 式 
和 定义 4.1.1 可 知 - 
(9) (NP)*C (PN)*=N*P;, 
但 因 NPi《 如 ( 昌 )， 故 多 (NPi)*) = 五; 于 是 


(10) (NP )*=N*P;, 
现在 ， 根 据 (8》 式 和 “(10) 式 以 及 定理 4. 5 . 3 就 能 得 出 
(11) | NP;x| = | N*Pix| = | NPN)*x) (x€H)., 


按照 定理 3.1.12 的 (4)，(11)〉 式 蕴涵 NP; 为 正规 算 子 。 

至 此 ，(5)，(6)，(7) 请 式 表明 我 们 已 经 实现 了 预定 的 第 一 
个 目标 。 

第 二 个 目标 是 找到 所 需要 的 单位 分 解 并 证 明 (1)》 式 。 

由 定理 3 . 3。2 知 ， 各 个 和 NP 都 有 其 定义 在 C 的 Borel 子 集 上 
的 谱 分 解 E'， | | 

前 面 已 经 指出 算 子 入 将 弦 (Pi) 变换 为 纪 (P;)， 另 外 ，Pi 与 
NP; 交 换 。 于 是 ， 对 于 任何 Borel 集 oCC，E’(w) 均 与 P; 交换 ， 
因此 . . : 
(12) Ei(w)P%=PE(w Xt RP;) (x €H,1i=1,2,%), 
外 了 于 这 些 值 域 彼此 正 交 ， 又 因为 《5 ) 式 瘟 涵 
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《13) EC) Pis dS Psd = sl’, 


这 表明 级 数 5E7(o)Pis 在 和 空间 内 依 范 数 收 化 ;所 以 对 一 切 
Borel 集 oCC 定 义 


(4 E(w)= > ECo)Pi 
z = 1 

是 合理 的 。 

容易 验证 EE 是 一 个 单位 分 和 解 ， 根 据 定理 4. 4 . 2 ， 有 一 个 正 
规 算 子 M， 由 
(15) Msp=NdEss2) sk DM) ,YEH) 
定义 ， 其 积分 区 域 为 C， 并 且 
(6) BM)={s EH 14dE,:(2) <o0). 


现在 ， 只 须 指 出 履 = 入 ，(1) 式 就 得 到 了 证 明 。 
为 此 ， 任 取 %《 且 ， 记 %= Px， 则 由 〈14) 式 可 以 推 知 


nD Eo =)Eo)s)= Eps 
i=1 四 


= E's,n(0). 
i=1 
如 果 x《 多 (NVN)， 那 么 PiN%=NPix， 因 此 


(18) | 2 ?4E’,,,, (4) 3 | NP:x |? 


i=1 1=1 
=2, | PNz| := | Nz, 
f=1 

由 (17) 与 (18) 可 知 ， (16) 中 的 积分 对 于 每 个 * 《多 (NN) 
来 说 都 是 有 限 值 ， 因 而 | ' 
(19) DN TDM), 

如 时 4 殉 (Pi)， 那么 x=Pix， 还 有 EE(%)%=Ei(w)%; 于 
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是 任何 y《 五 都 能 使 E。y= wy。 因此 
(Ng; )) = (NP;x, y) = | AdEi,, (2) 


= 人 ay = (Mx,y). 

随 之 又 有 
(20) PN%=NPx=MP:x (x€ DIN) i=1,2,.).。 
没 Qi; 二 PP 十"…+P:， 由 上 式 可 得 Q;:N% 二 MO;x。 所 了 以- 
(21) {Qi:%,Q:Nx} € BG (M) (XE DN), i=1,2,."), 
因为 多 (M) 是 闭 集 ， 所 以 由 (5) 式 与 (2 可 知 {%,N%} 《多 
(MM), 亦 肥 短 个 x HN) 都 有 Nx 二 MX， 于是，(19) 与 定理 4.5.5 
的 (c ) 冀 涵 和 N=M. 

这 时 由 (15〉 式 即 可 得 到 表示 式 (1〉， 只 是 其 中 的 oN) 
用 C 赫 代 。 其实， 由 定理 4,4.4 的 《c ) 可 知 ,五 集中 在 "(N) 上 ， 

还 应 当 证 明达 的 唯一 性 。 为 此 可 以 考虑 算 子 
(22) 了 VCTVNeV)- 5 ， 3 
其 中 VN*N 是 N*NN 的 唯一 的 正平 方 根 。 当 (1) 式 成 立时 ， 根 
据 定 理 4.4.2， 将 有 


(23) T=|¢dE, 


其 中 8D)=4/(1+14)， 因而 ?6 有 邹 ( 玉 )， 又 由 于 5 在 C 上 是 一 
对 一 的 ， 对 于 各 个 Borel 集 wCC, 定理 4.4.5 蕴涵 了 的 庶 分 解 
EE" 满 足 
(24) E(w)=E™$(%)). 
后 ， 根 据 定理 3 , 3 . 2 可 得 E* 的 唯一 性 ， 相 应 地 就 有 E 的 唯一 
性 ， l 
最 后 一 件 工 作 是 讨论 E(w) 与 5€ 锚 (五 ) 的 交换 性 ， 题 设 条 件 
有 S 与 N 交 换 ， 意 即 SNCNS.， 


淖 0=0,=B(w), 其 中 二 {4114| 之 直 ， 而 %* 是 某 个 正 整 
数 ， 这 时 NO 腕 ( 玖 ) 是 正规 算 子 ， 并 且 可 由 
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(25) NOC= | 74 


给 出 ， 其 中 的 
2， 


7 人 A€ > 


定理 4.4.5 昔 涵 ，NoO 的 谱 分 解 EF' 满足 EE/ (o) =E(f-!(w))， 
或 者 
C26) 区 (0) =E(oN 0)=QE(o) 如 果 0coi 
E’ ({0})=E({0}U (C —0o))=E({0}) +1—0。 
怪 而 ， 当 woCo 时 将 有 
(27) E(w)=0E(0) =0QF’ (m), 
由 定理 4 ,4.2 可 得 QONCNE=QNQG， 因 而 有 
《28) (QSQ) (NO) =0SNOCONSOC (NO) (0SO0). 
福 意 到 (050) (NG) (到 (区 )， 上 面 的 包含 关系 实际 上 是 等 式 。 
于是， 定理 3.3,2 茵 涵 QSQ 与 各 个 E'(。) 交 换 . 
考虑 om 为 有 界 集 的 情况 。 这 时 ， 取 % 足够 大 以 使 "Co。 由 
《27) 可 得 - 
CSE(o) = 0SOFB' (w)=E’ (w)0S0=E(w) 50, 
确切 地 说 ， 上 式 两 端 相 等 意味 着 
(29) QsSE(0) =E(w) SO, (1=1,2,.), 
现在 ， 由 定理 3.2.2 可 知 ， 只 要 “是 有 界 集 ， 在 (29〉 式 中 让 
4 一 co， 就 有 
(30) SE(w)=E(w)S. 
而 且 ， 即 使 "是 C 内 的 任意 Borel 集 ，(30) 式 也 能 成 立 。 


4.6 算 子 半 和 群 


在 数学 分 析 中 ， 曾 经 求 出 函数 方程 
f(s+t)=/ (sf (0) 
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的 连续 解 是 指数 函数 。 将 这 个 问题 移植 于 算 子 ， 研 究 无 穷 维 空间 
中 的 算 子 值 函数 方程 

7'(st£) =7(s)T() i$ SP0) 
的 解 ， 就 引出 算 子 半 群 的 理论 。 

本 节 将 扼要 地 介绍 算 子 半 群 的 定义 和 性 质 ， 最 后 以 经 典 性 的 
有 关 Hilbert 空 间 上 单 参数 西 算 子 半 群 的 M. 蕊 ,Stone 定理 作为 结 
束 ， : 

4.6.1 定义 

设 {0(4)} 是 Banach 空间 X 上 的 一 族 有 界线 性 算 子 ， 各 个 
CCb 与 56 50,>o) 相 联系 ， 并 且 满 足以 下 条 件 ; 

(Z) 0(0)=7; 

《5》 对 于 一 切 s,i《 [0,20)， 均 有 

Qls+t) =0(s)0(), 
这 样 的 算 子 族 称 为 单 参数 算 子 半 群 。 
算 子 半 和 群 {0(t)} 满 足 连续 性 条 件 ， 意 味 着 ; 
《c ) 对 于 任何 《三 ， 都 有 lim | 00)x—*l =0, 


如 果 条 件 “5) 在 加 强 为 < 对 于 一 切 s,t《 (一 ,20)” 时 仍 能 
成 立 ， 则 算 子 族 {0(2)} 称 为 单 参 数 算 子 群 。 

注意 到 函数 方程 1(s +t) 二 f(s) 了 f(t) 的 连续 解 可 以 写成 /() 
二 exp(At)， 因 而 了 实质 上 是 由 数值 4=f/'(0) 确 定 . 受到 这 个 事 
实 的 启发 ， 先 将 算 子 半 群 {100)} 与 算 子 4, 联 系 起 来 ; | 


(1) 4.4= 二 [@(e)X 一 条 (6 一 0)3 


接着 ， 再 定义 
(2) Ax=ilmA,x; 
这 有 时，%x 《多 (4) 意 味 着 极限 (2 ) 依照 空间 XX 的 范 数 拓扑 是 存 
在 的 。 杀 (4) 显 然 是 立 的 一 子 个 空间 ， 所 以 4 是 久 内 的 一 个 线性 
算 子 .。 | 
这 个 算 子 4 实 质 上 就 是 8'(0), 今后 将 称 之 为 算 子 半 群 
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+COGD 的 无 穷 小 生成 算 子 。 

下 面 的 定理 将 要 讨论 算 子 半 群 的 一 些 基 本 性 质 。 

4.6.2 定理 ”如果 Banach 空 间 有 上 的 算 子 半 群 YO( 幻 } 满足 
连续 性 条 件 ， 那 么 

(4) 对 于 任何 x 《 来 说 ， 映射 +1>0(t)x* 都 是 从 半 实 轴 
[0,20) 到 Banach 空 间 久 内 的 连续 映射 ， 

(5 ) 无 穷 小 生成 算 子 4 是 芭 空 间 内 的 一 个 负 客 定义 的 闭 的 
线性 算 子 ; 

(ce ) 与 每 个 x《 多 (4) 对 应 的 0(2)% 都 能 满足 微分 方程 

Qt) 4=AQ 4= Q(t) A 


《a ) 对 于 任何 x《 一 来 说 ， 
QA %= limtexp(tA.) 


是 在 [0,o) 的 每 个 紧 子 集 上 的 一 致 收效 ， 

值得 注意 的 是 ， 结论 (4) 对 于 一 切 * 《 X 都 能 成 立 ， 而 不 限于 
x 《 久 (4)， 此 外 (d) 中 的 极限 以 及 在 《c ) 中 写 出 导数 而 不 言 
自明 地 用 到 的 极限 ， 都 理解 为 依照 和 空间 内 的 范 数 拓扑 ， 

证 在 证 其 定理 之 前 ， 我 们 述 要 先 做 一 些 准 备 ， 指 出 车 二 有 
关 满足 连续 性 条 件 的 算 子 半 群 的 最 简单 的 事实 。 

如 果 有 一 个 数列 一 0 使 得 0(is) 一 oe， 那么 ,根据 
Banach 一 Steinhaus 定 理 ， 将 有 %《 怀 ， 其 {Q(t,)% 上 } 无 界 ; 而 
这 与 连续 性 条 件 


(1) * ox—sl->0 (0) 
相抵 触 。 因 此 存在 5 之 0 与 7 过 >， 使 得 9<t<6 时 
(2) 1) 和? 


成 立 。 置 7 二 sup{ 上 0(s) 上 :0<<s<1}， 由 泛 孙 方程 

(3) Qls+t)=0(s)00) 

可 以 看 出 ，〈(2 ) ' 式 草 涵 Y<cc。 而 且 ， 还 有 ?之 1 以 及 
(4) lowlearY Oi<%), 

这 是 因为 ， 如 果 n 志 t<n 二 1， 那么 0( 四 二 Q(1D)"0( 一 2)。. 
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将 《4) 式 应 用 于 
exp(tA,) =e- exp[ £004) ] 


~e™i/: > ， Cs) 9 


nz=0 1 6 
可 以 得 出 
ple 2 站 + 
| exp(t4,) | <e 之 pr 
Y— 1 
一 Yexp (+ > ). 
如 果 0 <se 乏 1， 那么 Y% 一 1 和 ses(7Y 一 1)5 因而 有 
(5) | exp(t4A.) | <Yexp(t7)} (0<e<1,0<t< >»), 
下 面 依次 求证 定理 的 各 款 。 


(Ca) 如 果 *《X， 任 取 e 之 0， 连 续 性 条 件 表明 存在 这 样 的 
?一 ?7(Me) >0， 只 要 0<4<?， 就 能 使 1@(b4 一 2 <e。 因 此 
0 sist+7<n 时 ， 由 《4) 式 可 以 得 到 
(x—QCs)x)| = | (CO —s)%—%) | 
<locs) | ot—s)x—¢l Sy!e. 
(5 ) 注意 到 结论 (4 ) 使 我 们 能 够 定义 一 个 民 - 值 积分 


i 
(6) Mx= 汪 | Ol)xds (x EX,>O0). 
0 


由 (4) 式 可 知 M《 才 (HH), 而 且 上 Mi 上 7Y'*'。 此 外， 还 可 
以 证 明 对 ,与 定义 4.6.1 中 的 4. 之 间 有 恒等式 
(7) A.M,= A.M, (e>0,1>0) 
成 立 。 
这 是 因为 ， 可 以 将 关系 式 


E z 十 7 +E 


六 


0 


.然后 置 入 被 积 函 数 0(s)xds; 这 时 ， 利用 (3) 式 ，(8) 式 的 
左 端 将 变 成 


i 


| [Ql(e +s)—0(s))xds 
8 


=[0(o 一 门人 Q(s)xds =eA,tM,s 
0 


:而 《8 ) 式 的 右 端 将 变 成 i4.eM,。 因 此 证 得 ( 7》 式 ， 
由 《6 ) 式 可 知 ， 任何 *《 X 都 有 limMix 二 x*， 注意 到 :>> 


0 肝 生 4 表 (和 X)， (7》 式 将 给 出 
《 9 ) limA.M,x= AlimM,.%= A,x, 
E->0 0 


:由 此 可 见 ， 对 于 一 切 >> 0 都 有 Mx 《如 (4), 所 以 多 (4) 在 XX 空 
癌 内 稠密 ， 并 且 
(10) 4Miz=4z (x€X,t>0), 
根据 定义 ，@(s) 与 Q(t) 交 换 ， 因 此 4, 与 M, 交 换 ， 如果 *《 多 
(4) ,那么 (7) 式 蕊 涵 ,t>0 时 
GD MAx= MimAs=limM,As=Aux, 


现在 ， 取 点 列 {%w} 己 多 (4) 满足 条 件 :， lim%s=%;limAx, = 
. Noo noo 


.y。 将 此 点 列 用 于 (11) 式 ， 可 得 4,%s 二 MiAxn， 再 让 m8 求 极 
限 , 就 有 A%==Miy。 既然 lmM'y 一 ,那么 可 以 推 知 x 《 多 (4)， 


以 及 A%= 二 y， 所 以 4 是 闲 算 子 。 

(2 ) 设 x*《 多 (4A) 注意 到 对 于 一 切 i1 >0,s>0， 恒 有 
.A.Q0()%=Q(8) 4,.x*， 因 此 
(12) limA,Q (x= limQ 4) 4,%=Q (tlmA,s, 


亦 即 
189 


(13) AO() X=O) Ax, . 
且 知 QD)x《 多 (4)， 如 果 用 二 生 (11) 式 的 两 端 ， 将 得 到 
~ tM.A%=tAx, . 可 
也 就 是 


(14) | QO(ls)Axads=0(t)%—%, 
0 


因为 在 〈4&) 中 已 经 证 明了 被 积 函 数 的 连续 性 ， 所 以 上述 积分 的 
导数 必定 是 C(64x。 连 同 (13) 式 ， 即 知 (c ) 已 得 证 
(4) 如 果 %《 纪 (4), 又 0<s<t, 利用 结论 (ce ) 可 以 
得 到 四 
fCexp{lt—s) 4.}0(s) =exp{ (i—s)A.}Q) (A%— AX): 


但 因 . 
(好 当 s 一 上 时 ， 

cp-o4.100xn 人 ea )x 当 s 一 0 时 ; 

所 以 有 


Q(t)x— exp(tA,)%= | exp{t—s) A.}Q(s) (Ax— A.x)ds. 
， .1 


应 用 (4) 式 和 (5)》 式 ， 能 够 估计 被 积 函 数 的 范 数 不 超 过 
Yexp{(f—s)Y}Y'*’ 1 Ax— A.% 人 ， | 

从 而 得 知 
(15) | Q(t)x—exp(tA,)%x ll SK | Ax— A.x | , 
其 中 太 () 是 C0,20) 上 的 一 个 递增 连续 函数 。 

为 了 完成 证 明 ， 选 定 丰 > 0 定义 
(16) s(t,e)=0(1) —exp(tA.) (>0,0<e<1), 
则 由 《4) 式 和 (5) 式 可 知 ， 存 在 KK, 之 2， 使 得 


(17) | S(t,e) | <Ko (0 委 故 加 ,0<<< 委 1)， 
如 果 2o《 环 ， 又 ?>0， 那么 在 在 *《 多 (4)， 使 得 
(18) | x¢— wo | <¥?/Ko. 


这 时 ， 对 于 0 志 t 志 如 来 说 ， 由 (15) 人 〈18) 诸 式 可 以 估计 
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J SC,e)ro) SY SG,e) x) + Sc,e) | | x—z%o ll 
<K(t0) | Az—Ax ll +7, 
昭然 %《 多 (4)， 那么 不 难看 出 ， 只 要 se>0 足够 小 ， 就 能 得 到 
(19) OC()wo exp(tAdixol <27 (0<tSto). 
口 
定理 的 结论 (4 ) 留 下 一 个 问题 ， 如 订 想 进一步 得 到 指数 表 
示 式 0(f) 二 exp(t4)， 需 要 什么 条 件 ? 以 下 两 个 定理 给 出 了 答 
4.6.3 定理 设 {0(f)} 是 Banach 空间 及 上 的 算 子 半 群 ， 并 
且 满 足 连 续 性 条 件 ， 那么 下 列 三 个 条 件 当中 的 每 一 个 都 获 洱 其 它 
两 个 
(a) ZB(A)=¥ 
(5) lim ll QC(e)—17 =0; 
s>0. _- . 


(c) A€ BKXIROD = (0<t<%0), 

证 我 们 将 沿用 定义 4 .6 . 1 和 定理 4 . 6 . 2 中 的 记号 。 

当 (4a) 成 立时 ，Banach 一 Steinhaus 定 理 葛 涵 ， 对 于 一 著 
是 够 小 的 se 之 0， 算 子 4, 均 为 有 界 。 按 照 定 义 0(s) 一 了 =。4.， 立 
即 得 知 (2 )》 成 立 。 

如 果 具 备 条 件 (2)， 那么 二 一 0 时 将 有 上 M,—1 | —0, 选取 
i 盖 0, 让 它 足 够 小 以 使 好, 在 用 (区 ) 内 可 逆 。 既然 M,4， =A,M,, 
那么 就 有 
(1) A.=(M) da 有 
当 e 一 0 时 ， 由 《〈1 )》 式 可 以 看 出 ， 第 一 ， 对 于 任何 X%6X,4.% 都 
是 收敛 的 ， 这 是 因为 ce->0 时 Mx 一 x， 以 及 (M1) -14 《有 (全 ) 其 
次 ，4= (ML4,; 第 三 ， 这 时 还 有 


(2) | 4. 一 4 委 1‖ Nd | M.—Il—0 
(一 >0)。 
由 于 (2) 蕴涵 
(3) lim | exP(t4， )— exptA) | =0 (0<i<o0), 
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因此 ， 只 须 引用 定理 4,6.2 的 结论 (4 〉 就 得 到 Q(t) =exp(14)， 
从 而 证 明了 (5) 蔓 涵 (6 )。 

至 于 (c ) 获 涵 (4a)， 是 显而易见 的 ， 口 

请 读者 注意 ， 下 述 最 后 一 个 定理 的 背景 又 转变 为 Hilbert 空 
词 ， 

4.6.4 定理 ”如 果 Hilbert 空 间 甩 上 定义 的 算 子 半 群 {0(2)} 
谐 足 连续 性 条 件 ， 并 且 这 些 0(t) 都 是 正规 算 子 ， 那 么 {C 人]} 的 
无 穷 小 生成 算 子 4 将 是 五 空间 内 的 一 个 正规 算 子 ;并且 存 在 这 样 
航 数 7 之 0, 使 得 每 个 《olA) 都 符合 条 件 Re1 志 7 还 有 . 

(1) Q(t£) =e4 (0 和 1<co)。 

作为 特 款 ， 如 果 各 个 (8) 都 是 西 算 子 ， 那 么 及 空间 内 将 有 
一 个 自 伴 算 子 S ， 使 得 
《2) Q(t) =e’s (0 和 上 <>) 。 

(2 ) 式 所 给 出 西 算 子 半 群 的 表示 ， 是 MM, 耳 .Stone 的 一 个 经 
典 性 定理 ， 

证 由 于 各 个 Q(s)，0 6 交换， 按照 定理 3,1.16，0@(s) 与 
Q0)* 也 交换 。 因 此 ， 绍 ( 瑟 ) 内 含有 全 体 004) 与 全 体 (2)* 的 最 
小 闭 子 代数 将 是 正规 代数 。 设 这 个 子 代数 的 极 大 理想 空间 为 人 ， 
它 所 对 应 的 单位 分 解 为 (参看 定理 3 .3 .1) . 

将 Q(4) 与 4, 的 Texpdqasx 变 式 分 别 记 作 了 与 4,， 这 时 就 有 


(3) au=--1 >0). 
六 为 六 .= (J.)*， 经 过 简单 的 计算 即 可 得 到 

(4) G0) 
我 们 在 人 A 上 定义 一 个 国 数 5(2) ;在 极限 limao-“( 力 存 在 的 那些 点 
pP《 人 和 人， 取 值 

《 5 ) 0( 力 ) 一 limaz-”( 力 )? 
而 在 其 它 的 点 如 6 人 人， 则 取 值 5(2) =0。 这 个 5(p8) 是 人 上 的 一 个 
复 Borel] 函 数 ， 然 后 ， 按 照 定 理 4 .4. 2 ， 可 以 置 刀 =%(2)， 其 定 
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义 域 为 
(6) 2(B) 一 人 zk 刀 ，| 10124E,,.<o0}. 
人 


这 样 的 ，B 是 器 空间 内 的 一 个 正规 算 子 ， 

下 面 来 证 明 4 = B， 

如 果 x《 2(4)， 那 么 se 一 0 时 1 4.x 有 界 。 因 此 存在 c:< 
8 ， 使 


(7) (lelaB= NA4.slSe <esD 
人 


成 立 ， 进 而 由 (4 ) 式 可 得 
(8) | lar~a dE te, (0<e<1l)， 
人 2 


在 (8) 式 中 取 e=2 (=1,2，…)， 并 且 对 不 等 式 的 两 端 分 别 
求 和 ， 将 能 推 知 


(9) > ,1w-nr 一 -<>o a.6. CE,,.]。 


n=1 


于 是 极限 (5 ) a.e.[E,,:] 存 在 ， 实 变 芋 数论 中 的 Fatou 引 理 与 
(7) 式 蕴涵 


(10) | 15) dE,res, 


所 以 多 (A) CB(B). 
; ”求证 定理 4 . 6 . 2 的 过 程 中 提 到 的 公式 5》 表明 ,，0<e 志 
1 有 时 有 上 exp(4,) 上 三 71< 之 >%， 这 个 7 取决 于 {80)}。 由 于 
Ferpaaa 变 式 是 C*- 代 数 上 的 一 个 等 距 ， 因 和 而 任何 乡 C A 都 有 
|expas (8)1<2: 现在 由 2(2) ,的 定义 可 知 ,任何 力 6 人 都 有 jexp 
5(p)| 志 7,。 因 此 存在 7 之 >o， 使 得 
(11) ReB(p)<Y (pA). 

对 于 每 个 *《 多 (4) 和 任意 过 0 来 说 ， 当 e~>0 (车 如 用 数列 
{2- 分 的 方式 ) 时 ， 
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(12) | exp(i4.)x—exptB)x) 
=| |exp(ta,)— exp(td)| Er: . 
"人 人 ” 四 


将 区 于 ;这 是 因为 ， 被 积 函数 可 以 取 4 为 上 界 ， 它 的 概要 
等 于 0a.e.[E,,:]， 于是， 定理 4.6.2 的 (4) 北 注 。 
(13) Q(t) X=eB% (ED EA), . 1 

由 于 e* 是 A 上 的 一 个 有 界 函 数 ， 因 而 ea《 和 须 ( 万 ); 注意 到 
(3 式 表明 两 个 连续 个 子 0 (0) 与 "在 多 密集 妇 (4) 上 重合 , 因 
此 我 们 能 够 肯定 
(14) OW=0 (Ot<%), 

应 用 (14) 式 写 出 | 


(15) A.%— Br=( 1! B ) »， 
号 
则 有 
eb_. 2 
0) ds-Bsl=) | 全 一 | 2 
A 


< 一 0 时 ，《〈16) 式 中 的 被 积 函 数 在 人 的 每 个 点 上 都 将 趋 于 0 。 由 
于 在 任何 半 平 面 {2:Re zc}， 函 数 1 (e" 一 1)/z| 均 为 有 界 ; 又 因 
(16) 式 中 的 被 积 国 数 还 能 写成 以 下 形式 

el | 1212 

所 以 由 〈11》 式 和 控制 收敛 定理 可 以 得 到 ， 当 X%《 多 (B) 时 ， 将 


有 
(17) lim | 4.x~— Bx := 
gS>0 


这 意味 着 证 明了 绷 (B) 必 (4) 以 及 4=B。 

接着 ， 由 (11) 式 和 定理 4.4.4 的 (¢) 即 可 得 向 “(4) 
的 实 部 是 上 有 界 的 。 

定理 的 来 证 工作 已 接近 完成 ， 只 出 下 西 算 于 半 尖 的 特 款 ， 实 
际 上 ， 如 果 每 个 0(t) 都 是 西 算 子 ， 那 么 将 有 | 了 :| 二 1， 这 时 (3) 
式 表 明 ， 在 lima. 存 在 的 各 点 ， 这 个 极限 信 应 当 是 纯 虚 数 ， 因 而 
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任何 点 p《 会 处 的 3(p) 都 是 纯 虚 数 ， 若是 记 S 一 一 2B， 则 14) 
式 将 化 为 《2 ) 式 ， 而 定理 4 . 4.2 的 (2) 将 保证 这 个 S 是 和 
伴 算 子 。 口 
了 和 6 。 41， 还 有 两 点 注释 。 
。 虽然 多 (4) 可 能 是 卫 的 一 个 真子 空间 ， 但 是 ，e** 却 定义 
在 给 个 人 宰 间 ， 并 且 有 办. | 
为 了 说 明 这 一 事实 ， 先 设 :是 4 的 请 分 解 (大 看 定 理 4.5.4)， 
然后 ， 注 意 到 任何 +《o(4) 都 有 |e5j 委 ec 于 是 我 们 可 以 利用 
曾经 在 $3,3.3 中 描述 过 的 符号 运算 来 定义 有 界 算 子 e" 为 
G8) | AF) (Si<o0), 
(人 
。 定 理 有 一 个 很 容易 证 明 的 逆 命 题 : 如 果 算 子 4 具 有 定理 
关中 说 的 那 下 性 质 ， 那么 〈1 ) 式 显然 定义 了 一 个 正规 算 子 
半 群 ， 并 且 满 足 连 续 性 条 件 。 
{C(D} 是 正规 算 子 半 群 的 验证 工作 非常 简单 ， 故 从 略 。 至 于 
续 性 条 件 ， 当 1 ->0 时 ， 由 控制 收敛 定理 即 可 得 出 


019) OC)%—s%| =| le 一 1120B4 00 一 >0。 
od) | 


习 题 


以 下 各 个 习题 中 ， 字 母 五 仍 表示 Hilbert 空 间 ， 除非 男 作 户 
外 。 

。 对 无 界 算 子 求证 结合 律 《T17T2)7T; 二 7T1CTzT，)。 再 证 
cr STICST, 和 TSCT;S.。 

2 。 设 了 是 五 空间 内 的 一 个 稠密 定义 的 算 子 。 试 证 ， 了 具有 
周 扩 张 当 且 仅 当 开 2 (7Z4) 在 五 内 稠密 ， 然 后 ， 进 一 步 求 证 工 术 就 
二 了 的 下。 

。 由 定理 4.2.2 的 (4) 可知: 互 空 间 内 稠密 定义 的 算 子 了 
WDA 当 且 仅 当 乡 (7T) 在 豆 x 五 内 黎 密 。 指 出 确 有 这 
样 的 实例 。 

195 


， 如 最 了 全 直 一 个 在 互 空间 内 钢 密 定义 的 闭 算 季 ， 并 且 Te7 
cpr 试问 ， 能 否 由 此 判定 了 是 正规 算 子 ? 
， 假定 五 空间 内 秽 密 定义 的 算 子 了 在 任何 x《 多 (TT) 处 都 
网 *) 二 0， 试问 ， 能 否 由 此 判定 了 在 任何 x《 多 (T》 处 都 有 
Tx=0? 
6 ， 对 五 空间 内 的 算 子 工 定义 
NDEKEDTI TX= 0 
斌 证， 如果 吃 ( 了 7) 稠密 ， 那 么 
(Te = RTNND TI). 
再 证 ， 如 果 了 又 是 闭 算 子 ， 那 么 
ND=RT) :NDT)., 
这 样 就 推广 了 定理 3.1.10， 
7 。 讨 论 以 下 三 个 边 值 问题 。 微 分 方程 是 
f’~—/f/=8, 
其 中 g 《CC0, 17) 为 已 知 函 数 ， 边 值 条 件 分 别 是 

(Ci) f(0)=/(1)=0; 

(ii) f°(0)=f’(1)=0 

(iii) f(0)=f01) 和 f'(0)=f'(1D)., 

试 证 ， 上 述 三 个 问题 ， 每 一 个 都 各 有 其 唯一 解 /， 而 f' 是 
绝对 连续 了 沙 数 并 且 f”《 工 :(50,1))。 

提示 ， 将 § 4.1.4 的 例 1 与 定理 4.2.5 结 合 起 求 考虑 。 

此 外 ， 还 可 以 求 出 问题 的 显 式 解 米 证 明 ， 

3。(a》 试 证 L*(R》 空 间 内 的 算 子 T 的 自 伴 性 ， 它 由 7 了 =/ 
定义 ， 锚 (7) 由 所 有 绝对 连续 函数 /《 工 : 当 中 能 使 //'《 的 组 
成 。 

提示 ， 读 者 可 能 需要 证 明 ， 每 个 /《 多 (7T) 在 i 二 >? 土 w 时 都 有 
f(D 一 >0。 或 进一步 求证 ， 每 个 《多 (7) 都 是 一 个 一 函数 的 
Fourier 恋 换 。 

(5b)》 指定 g 《LCR)。 利 用 定理 4,2,5 求 证 方程 

f’~—/=g 
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有 唯一 的 绝对 连续 解 /《 I， 其 A/《 I，f*《 I， 并 且 f' 绝对 
连续 。 
此 外 ， 借 助 直接 计算 ， 再 证 


10 机 
/GD = 一 本 | 0 -2 elidt, 


et 
。 设 瓦 ?为 所 有 全 纯 国 数 太 (z) = 二 二 asx 组 成 的 空间 ， 这 些 轩 
可 定义 在 下 的 划 位 图 昌 内 ， 并 且 满 足 条 件 


-le |:<o0, 


求证 下 是 一 个 Hilbert 空间 ， 它 通过 一 一 对 应 / 澡 {cs} 而 同 
构 于 

以 CV) (2) 二 zf (z) 定义 P《 琢 (有 正 )， 求 证 了 是 瑟 ? 空 间 内 的 
对 称 算 子 7 的 Cayley 变 换 ，Z 的 定义 由 下 式 


CT) G) = 2) 


给 出 ， 求 了 + 了 与 7 一 红 的 值 域 ， 然 后 指出 其 中 一 个 是 及 * ， 而 另 
一 个 的 余 维 数 等 于 1 。 

(可 与 例 4.3.7 做 比较 》 

10。 继 续 讨论 习题 9 的 五 空间。 现在 定义 了 为 

(Vf)(2)=2f (7) 

试 证 V 作 为 下 内 的 一 个 闭 的 对 称 算 子 7 的 Cayley 变 换 ， 是 一 
个 等 距 ， 工 的 两 个 亏 指数 是 0 和 %， 

11。(a) 校 照 定理 4.4,.2 中 的 叙述 去 理解 ， 算 子 $(f +&) 与 
Vy(f)+y(g) 之 间 是 什么 关系 ? 

(5) 设 f 与 8 可 测 ， 并 且 g 是 有 界 函 数 ， 试 证 (8) 和 将 多; 映 入 
Di. . 

(c》 试 证 ，6(f)=w(g)〉 当 且 仅 当 /=&8 a. 6。 LE]， 亦 即 ， 
当 且 仅 当 E({p; f(D)2(p)})= 0. 
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12。 试 问 在 求证 定理 4.5.4 的 过 程 中 出 现 的 算 子 (是 正规 算 
子 吗 ? 
13。 试 证 互 空间 内 的 任意 正规 算 子 Ni， 无 论 有 界 与 否 ; 都 有 
一 个 极 分 解 . 
‘N=UP= PU, 
其 中 是 西 算 子 ，P 是 自 伴 算 子 ， 并 且 P2>0、 此 外， 还 有 (P) 
=B(N)., 
14。 定 理 3. 1 16 可 以 推广 为 : 设 T 《多 (HH) 届 与 NN 是 甩 空 
间 内 的 正规 算 子 ， 如 果 TMCNT， 那 么 TM*CN* 了 T。 试 证 之 。 
15。 设 7 是 吾 空 间 内 的 一 个 闲 算 予 .2(T) 一 幼 (T*)， 并 且 
任何 *《 多 (7T) 都 有 Tx = j7*x | 。 试 证 7 是 正规 算 子 。 
提示 ; 先 证明 xz《 红 (7J)，y6 2(029 时 恒 有 《7Tw; 72) 一 
(T'*x, T*Yy), 
. :16。 求 证 玉 空 间 内 任何 算 子 T 了 的 诺 slT) 必定 是 C 的 一 个 闭 
子 集 ， | - 
提示 ， 如果 STCTS=1， 又 有 SE《 绑 ( 且 )， 那 么 当 |41 足 够 
小 时 ，S(7 一 19) :将 是 了 一 ?7 的 一 个 有 界 逆 算 子 ， 
17。 置 4 (及 exp( 一 大)。 设 疡 一 世 ?( 民 )， 定义 S6 静 ( 人 大) 为 
(SH) (=6(0) f(t—1) (f € 7°), 
因而 有 (Sf)(D=$(D 41)f (i 2)， 等 等 。 
求 出 S* 。 计 算 1 


上 sz" | op Dale N=12 0), 


得 出 S 是 一 对 一 的 ， 绝 (S) 在 元 : 内 稠密 ， 以 及 “(S)={0} 等 结 
定义 算 子 了 为 
75Sf=/. CE)， 
儿 (T)= 统 (S)， 然 后 证 明 o (7 ) 为 空 集 。 1 
18。 继 续 讨 论 $ 4:1.4 的 例 1 中 的 Ti，7T: 和 7Ts。 置 
GT = AD=0) 
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并 且 定 义 T47 =if' 于 所 有 的 《多 (了 T0)，。 

求证 以 下 事实 : 

(a) 任何 1)6C 都 在 7 的 点 谱 之 中 ! 

(5) ca(72) 由 形 如 27w 的 数组 成 ，% 将 历 遍 整 数 集 ， 每 个 
2%r 都 在 7: 的 点 谱 内 ; 由 

(c) 对 于 各 个 1kC 来 说， 子 空间 家 (7: 一 627) 的 余 维 数 是 
1 -因此 oTs) =C，7。 的 点 谱 为 空 集 。 

(4) <(7T,) 是 空 集 。， 

Te 研究 微分 方程 1] 一 4/ = 8, 

。 设 dimB=c0， 试 证 C 的 任何 非 空间 子 集 都 是 某 个 正规 

六 了 多 

20。 没 1 《HH? (参看 习题 9 )， J (2 一 开 cozz， 定 义 


LQ(#) f1 (2) = Tmt1)- rci (01 <oo)。 


n=0 
试 证 各 个 0(2) 都 是 正 的 自 伴 算 子 。 求 出 算 子 半 群 {0CD} 的 
无 穷 小 生成 算 子 4， 试 问 4 是 否 自 伴 ? 试 证 4 有 纯 点 谱 ， 各 点 为 
Jogl1，jog(1/2)，log(1/37， ，…。 
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附录 
A.1 测度 与 积分 的 抽象 表述 


4.1.1 定义 
。 如 果 集 尺 的 子 集 族 = 满 足以 下 三 个 条 件 
i) YG €r, XEr 
(六) 若 Vi 《sr C=1,29 ,1)) 则 V NV 人 NV 《rs 
(iii) 著 {7 是 * 的 元 素 的 任何 集 族 (有限 , 可 列 或 不 可 列 )，- 
狮 | Uv, € 7 


理科" 称 为 《上 的 一 个 拓扑 
。 如 果 集 卫 有 一 个 拓扑 r"， 那 么 XX 连同 + 可 以 称 为 拓扑 空 
各， ja r)。 这 时 7s 的 元 素 称 为 的 开 集 . 
当 所 讨论 的 集 卫 成 为 拓 提 空间 (X, *) 之 后 ， 只 涉及 同一 个 
拓扑 * 时 ， 拓 扑 空间 的 符号 (及, 5) 可 以 简单 地 用 及 代 赤 。 
3 。 设 祥 ，Y 都 是 拓 盾 空间 ，/ 是 外 到 Y 内 的 一 个 映射 。 如果 
Y 了 的 每 个 开 集 V 所 对 应 的 /-:(7) 也 是 天 的 开 集 ， 那 么 了 称 为 连 
殷 的 。 
最 为 人 熟知 的 拓扑 空间 是 度量 空间 ， 其 中 定义 了 距离 。 可 以 
胃 距 离 来 引进 拓扑 ， 如 在 R 与 R' 上 用 距离 建立 邻 域 概念 然后 定义 
开 集 ， 从 而 得 到 所 谓 通常 的 拓扑 。 
A.1.2 定义 
。 如 果 集 卫 的 子 集 族 吕 满 足以 下 三 个 条 件 
(i) XE€M, . 
(让 ) 车 4《 观 ， 则 4 《mM， 其 中 尹 A 是 4 关于 及 的 余 集 ， 
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(ii) 着 4= U 4,， 其 中 诸 4.《 现 ， 则 4《. 钢 
n=l 


那么 qI 称 为 瑟 的 一 个 c- 代 数 。 

2 。 如 果 集 及 有 一 个 。 -代数 员 ， 那 么 忒 连同 8 可 以 称 为 可 
测 空 间 ， 记 作 (X, rR) 。 这 时 骂 的 元 素 称 为 X 的 可 测 集 . 当 不 致 引 
起 误会 时 ，(X, mM) 可 以 简写 为 天 

3 。 设 玉 是 可 测 空 间 ，Y 是 拓扑 空间 ，/ 是 天 到 Y 内 的 一 个 映 . 
射 。 如 果 Y 的 每 个 开 集 所 对 应 的 六 (都 是 X 的 可 测 集 ， 那 么 
/ 称 为 可 测 的 . 

4.1.3 定理 如果. 多 是 集 和 的 任意 子 集 族 ， 那 么 X 内 存在 
一 个 最 小 的 一 代数 i*， 使 得 CN*。 

上 述 9hs 可 以 称 为 由 多 生成 的 -代数 . 

推论 ”拓扑 空间 三 内 存在 一 个 最 小 的 “ -代数 绍 ， 使 得 及 内 
的 每 一 个 开 集 都 属于 多。 

A.1.4 定义 设 X 为 拓扑 空间 ， 定 理 4.1.3 的 推论 中 提 到 的 
最 小 的 -代数 乡 的 元 素 称 为 了 的 Borel 集 ， 

显然 ， 闭 集 ( 余 集 是 开 集 的 集 ) 也 是 Bore] 集 ， 而 且 闲 集 的 
可 列 并 与 开 集 的 可 列 交 都 是 Borel 集 。 后 两 种 类 型 的 集 将 分 别 记 
作 正 , 集 与 G, 集 ， 它 们 有 重要 的 作用 。 

因为 鹃 是 -代数 ， 所 以 ( 革 ， 妇 ) 能 够 视 为 可 测 空间 ， 而 
Borel 集 则 扮演 可 测 集 的 角色 ， 

设 Y 是 拓扑 空间 ，/ 是 (X, 多 ) 到 Y 内 的 一 个 上 映射。 如果 Y 的 
每 个 开 集 V 所 对 应 的 -1(V》《 绍 ， 那 么 了 称 为 Borel 可 测 的 ， 

显然 ， 连 续 映 射 是 Borel 可 测 的 ， 

Borel 可 测 映 射 可 简称 为 Borel 映 射 或 Borel 沁 数 . 

A.1.5 定义 

1 。 所 谓 测 度 ， 就 是 定义 在 c -代数 流 上 的 一 个 函数 4， 它 具 
有 可 列 可 加 性 ， 即 ,如 果 {4} 是 味 中 互 不 相交 的 可 列 个 集 ， 那 么 
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(© 4)= En. 
‘=1 i=1 

当 / 的 值 域 为 [0,co， 意 即 (0,co)U{0}》U{cey 时 ， 特 称 为 
至 测度 ， 或 简称 为 测度 。. 由 于 允许 “( 瑟 一 co， 为 了 能 够 进行 计 
算 ， 需 约定 0.co=0。 

/人 起 在 C 内 时 ， 特 六 复 测度 
” ”2 。 所 谓 测度 空间 ， 就 是 一 个 可 测 空间 并 且 具 有 定义 在 其 可 
济 集 的 代数 上 的 正 济 谋 了 因此 应 当 记 作 《X， 凡 四 。 为 了 简 
化 ， 也 可 只 写 X， 
| 测度 空间 (X, M, 久 ) 如 能 满足 条 件 4(X) ==1， 则 称 为 概率 
空间 ， 定 义 在 概率 空间 上 的 调度 4 称 为 概率 测度 ， 

以 上 定义 的 测度 ， 具 有 通常 在 实 变 函数 论 中 就 RR 上 的 集 所 定 
义 的 Lebesgue 测 度 的 全 部 性 质 。 但 是 , 复 测 度 将 不 考虑 单调 性 。 

A.1.6 定义 


设 s = 也 axs， 是 测度 空间 (X， 驶 ，4) 上 的 可 测 简 单 函 


i=1 
数 ， 亦 即 , xz 是 集 4; 的 特征 函数 ， 诸 w; 取 实数 值 并 且 彼 此 不 同 。 
s 在 E《 MM 上 的 Lebesgue 积 分 定义 为 | 


| sd4= >， cn 4 站 五 ) 。 


E 1=1 
进而 ， 当 /XX 一 [0 ,00】 是 可 测 函 数 时 ，8 在 E《 咒 上 的 
lebesgue 积 分 定义 为 
| fdr= sup | sd4, 
E E 


记号 sup 意味 着 取 遍 所 有 使 得 0 <s< /的 可 测 简 单 函数 s 而 得 
到 的 上 确 界 。 

以 上 定义 的 积分 同样 地 具有 曾 在 实 变 函 数论 中 讨论 过 的 R 内 
可 测 集 上 的 Lebesgue 积 分 的 各 种 性 质 ， 特 别 是 有 重要 的 Lebesg- 
ae 单调 收敛 定理 和 Fatou 引 理 。 
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人 .1.7 定义 
将 测度 空间 (X，m, ) 上 的 复 可 测 函 数 当中 ， 凡 是 能 够 
满足 条 件 | 171zz<co 的 那些 /组 成 的 集 记 作 ZL'(4)， 
x 


当 f 《Li(K) 时 ， 如 果 了 一 2 十 各， 其 中 4 和 ?7 是 左上 的 实 可 
测 函 数 ， 再 将 和 和 ?> 的 正 部 和 负 部 分 别 记 作 sr ，z 7 天 ，7 5 则 
可 定义 复 可 测 函 数 f 在 可 测 集 E 上 的 Lebesgue 积 分 为 
far=) wrar—\ ww arts vtaa—2\ var, 
[par] ean] wants] wen] 


E 


疡 (0) 的 元 素 称 为 关于 /为 Lebesgue 可 积 的 函数 。 
上 述 积分 具有 线性 ， 可 加 性 : 还 有 


上 an|s <| Iflax ， 
以 及 在 实 变 函 数论 中 研究 过 的 Lebesgue 控 制 收敛 定理 。 


A.2 拓扑 室 间 .Hausdortf 空 间 


A.2.1 定义 

设 尺 是 拓扑 空间 。 

1 。 集 EC 和 X 称 为 闭 集 ， 如 果 它 的 余 集 多 下 是 开 集 。 

2 。 所 谓 集 & 己 的 闭 包 E， 力 是 X 中 包含 E 的 最 小 闭 集 。 

3 。 集 CX 称 为 紧 的 ， 如 果 K 的 任何 开 复 覆 都 有 有 限 子 复 
姜 ， 也 就 是 说 ， 如 果 {7V。} 是 开 集 的 集 族 , 且 KCSUV。， 那 么 {7 。} 


的 某 个 有 限 子 族 的 并 仍 能 包含 K， 
_ 恩 别 是 ， 如 果 基本 身 是 紧 的 ， 则 尺 称 为 时 空间。 
4 。 所 谓 点 p《 瑟 的 一 个 邻 域 D( 加 ， 乃 是 的 任 一 含有 点 如 
的 开 集 ， 四 
5 。X 称 为 Hausdorft 空 间 , 如 果 下 述 条 件 成 立 ， 若 p 《 X， 
9 《XX， 且 乡 z9; 则 尹 有 一 个 邻 域 D，9 有 一 个 邻 域 V， 使 得 
UNV=%,. 


< 
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度量 空间 是 人 们 最 部 悉 的 一 类 Hausdorff 空 间 ， 

6 。 如 果 扣 的 任何 点 都 能 有 一 个 这 样 的 邻 域 ， 它 的 闭 包 是 紧 
和 前， 那么 下 称 为 局 部 紧 空间 ， 

显然 ， 紧 空间 也 是 局 部 紧 空 间 。 

回顾 分 析 学 中 著名 的 了 eine 一 Borej 定 理 : 欧 氏 空间 R" 中 的 


紧 的 子 集 正 是 那些 闲 的 而 又 有 界 的 集 。 立即 可 知 ，R* 是 局 部 紧 
Hausdorff 空 间 。 


A.2.2 定义 

拓扑 群 乃 是 一 个 拓扑 空 间 ， 同 时 又 是 一 个 群 ， 并 且 其 中 群 的 
运算 是 连续 的 

所 谓 群 的 运算 的 连续 性 意味 着 ， 对 于 任何 元 x*，》 来 说 ， 

(i ) 如 果 歼 是 x3 的 一 个 邻 域 ， 那 么 分 别 存 在 x* 与》 的 邻 域 
本 与 ， 当 ww 《UU，v 《TV 时 必定 wv 《WW， 

(ii) 如 果 六 是 x-'(% 的 逆 元 的 任 一 邻 域 ， 那 么 x* 有 一 个 这 样 
葛 邻 域 口 ， 只 要 w《 吕 ， 必 定 u7!' 《VV。 

4.2.3 定理 在 拓扑 空间 及 中 ， 设 是 紧 的 ， 五 是 闭 集 。 如 
课 FCK， 那 么 也 是 紧 的 。 

A.2.4 定理 设 卫 为 Hausdorff 空间 ，KCX，K 是 紧 的 ， 
且 p《%K。 这 时 存在 开 集 U 和 玉 ， 使 得 p《U， 及 CW， 并 且 
UNW= 8g. 

推论 1 Hausdorff 空 间 内 紧 的 子 集 均 为 闭 集 。 

推论 2 在 Hausdorff 空 间 中 ， 如 果 玉 是 闭 集 ，K 是 紧 的 ， 那 
么 FNK 是 紧 的 。 

A.2.5 定理 设 忆 是 局 部 紧 Hausdorff 空间 苹 内 的 开 集 ， 
不 CU，K 是 紧 的 。 这 时 存在 一 个 具有 紧 闭 包 的 开 集 刻 ， 使 得 

KCVCVECU,. 
4.2.6 定理 
所 谓 拓扑 空间 及 上 的 复 函 数 三 的 支 集 ， 乃 是 集 
{x:f(%)FAF0} 


鞠 闭 包 。 
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将 了 上 其 支 集 是 紧 的 所 有 连续 复 函 数组 成 的 集 记 作 C.(X)， 
它 是 一 个 向 量 空间 ， 

人 .2.7 定理 设 X 和 了 Y 是 拓 扩 空间， :一 了 是 连续 的 。 婚 
: 果 氏 是 卫 的 紧 子 集 ， 那 么 fA(K) 也 是 紧 的 。 

推论 ”任何 /6 C:(X) 的 值 域 均 为 C 的 一 个 紧 子 集 。 

4.2.8 ypmicon 引 理 ” 设 X 是 局 部 紧 HHousdorff 空间 ， 有 是 : 
卫 内 的 开 集 ，KCV， 而 K 是 紧 的 。 这 时 ， 存 在 一 个 《 Ce.(XX)， 
它 满足 不 等 式 

- ur f Cx, 

” A.2.9 Riesz 表 示 定 理 设 X 是 局 部 紧 Hausderff 空间 ， 4 
是 C.(X) 上 的 正 线性 泛 荡 。 这 时 ， 在 XX 内 存在 一 个 包含 了 艺 的 
所 有 Bore] 集 的 o- 代 数 员 ， 并 且 存 在 纹 上 唯一 的 正 测度 /， 使 得 
每 个 J《C.(X) 都 有 


41=| fa 


4.2.10 Borel 测 度 的 正则 性 
定义 在 局 部 紧 Hausdorff 空间 了 X 的 全 体 Borel 集 所 组 成 的 2~ 
代数 员 上 的 测度 4 称 为 六 上 的 Borel 测 度 . 
如 果 是 正 的 ， 并 且 每 个 EZ《 对 ， 有 
nA(E) = 二 inf{4(V):ECV,，V 是 开 集 }， 
那么 去 称 为 外 正则 的 ， 
如 果 / 是 正 的 ,并 且 每 个 开 集 互 和 每 个 局 6 对 而 4(E)<00， 有 
A(E) 二 sup{42(K) :KKCE，K 是 紧 集 }， 
那么 书 称 为 内 正则 的 。 。 
如 果 闷 内 的 任何 Bore] 集 既 是 外 正则 的 ， 又 是 内 正则 的 ， 就 
将 / 称 为 正则 Borel 测 度 。 


A.3 ”Radon 一 Nikodym 定 理 


4.3.1 定义 
设 “是 ~ 代数 上 的 正 测度 ，4 是 吕 上 的 一 个 任意 测度 ， 意 
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即 4 可 以 是 正 测度 或 复 测 度 。 | 

如 果 4(E) = 0 对 于 每 一 个 4(E)== 0 的 EE 距 成 立 ， 我 们 就 
说 /关于 /绝对 连续 ， 记 作 ?<4。 
如 果 存 在 一 个 集 4《 距 ， 使 得 人) = 二 1(A 门 EE) 对 每 一 个 五 《NN 成 
立 ， 我 们 就 说 1 集中 在 4 上 。 ~ 

如 果 2?: 和 ?12 都 是 Qi 上 的 测度 ， 而 且 存 在 一 对 彼此 不 相交 的 
集 4 和 B， 使 得 4 集中 在 4 上 ， 而 集中 在 8B 上， 这 时 我 们 说 和 
人 是 互相 奇异 的 ， 记 作 ?: | 22。 

4.3.2 Lebesgue 一 Radon 一 Nikodqdym 定 理 

_ 设 人 , /是 集 民 的 一 代数 珀 上 的 正 有 界 测 度 。 这 时 

(a) 在 WM 上 存在 唯一 的 一 对 互相 奇异 的 正 测度 1, 和 ,使 得 

1 二 1 十 1 ha Kr hs ts 
(2) 存在 唯一 的 4 《ZI(7)， 使 得 


1 =] hdx (ECM), 


(4) 中 提 到 的 那 一 对 测度 (1。 1;) 称 为 1 关于 MA 的 Lebesgue 
务 解 ，， 
(2) 即 是 著名 的 Radon 一 Nikodym 定 理 ， 
4.3.3 Radon 一 Nikodqym 定 理 的 推论 
设 “是 三 的 o- 代 数 咒 上 的 复 测度 。 这 时 存在 一 个 可 测 函 数 
妈 ， 使 得 15(x)|= 1 对 所 有 的 x*《 及 成 立 ， 并 且 有 
dr=hadln|, : 


A.4 由 - 


A.4.1 Banach 一 Steinhaus 定理 

设 了 是 Banach 空间 ，Y 是 赋 范 线性 空间 ，{。) 是 卫 到 Y 的 
一 族 有 界线 性 算 子 ， 其 中 取信 于 某 个 指标 集 4。 

这 时 ， 或 者 存在 M< co， 使 得 每 个 a4《 4 都 有 
《1) 17T, js<al 
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或 者 对 于 所 有 属于 七 的 某 个 稠密 Cs 集 的 x ， 有 
(2) sup Tx =co。 
人 A.4.2 逆 算 子 定理 
设 X，Y 是 Banach 空间 ，7 是 和 到 Y 上 的 一 个 一 对 一 的 有 界 
线性 算 子 。 这 时 了 的 赣 算 子 7-:! 必 是 有 界 算 子 。 
有 A.4.3 Banach 开 映射 定理 
设 X，Y 是 Banach 空 间 ,T 是 X 到 Y 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 
这 时 TT 将 及 的 每 一 个 开 集 都 映射 成 了 的 开 集 。 
A4.4.4 闭 图 象 定 理 1 
设 X，Y 是 Banach 空 间 ， 了 7 了 是 定义 在 了 上 而 值 域 在 Y 内 的 线 
性 算 于 ,如果 了 是 闭 算 子 ， 那 么 了 将 是 有 界 算 子 ， 


A.5 其 它 
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A.5.1 Mergelyan 定理 

设 玉 是 平面 内 的 紧 集 ， 它 的 余 集 是 连通 的 ; 了 是 在 及 上 首 
续 ， 并 且 在 玉 的 内 部 全 纯 的 复 函 数 。 这 时 ， 任 给 *> 0， 必 定 存 
在 多 项 式 P， 对 于 任何 z《 都 有 |f(z) 一 PC2)1<。。 
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